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Elősźo

A modern nanotechnológia fejlődésével a szén alapú kristályszerkezetek hamar a fi-
gyelem középpontjába kerültek széleskörű alkalmazhatóságuk révén. A háromdimenziós
kristályszerkezetek (grafit és gyémánt) már a régmúltban is ismertek voltak. A nemrégiben
felfedezett nulladimenziósfullerén [1] és egydimenziósszénnanocsövek [2] manapság is
tárgyát képezik sok kutatómunkának különleges mechanikai és elektromos tulajdonságaiknak
köszönhetően [3, 4]. Ugyanakkor egészen a közelmúltig nem sikerültkétdimenziósszénmódosu-
latot megfigyelni. Ennek ellenére az elméleti fizika már bő irodalommal rendelkezik erről a
módosulatról is. Agrafén[5, 6, 7, 8, 9] (sı́kbeli, hatszöges elrendezése a szénatomoknak) hosszú
ideje kiindulási pontnak számı́t minden a grafittal, szénnanocsövekkel és fullerénnel kapcsola-
tos számolásokban már a 40-es évektől kezdve [10]. A k´ısérleti eredmények azonban egészen
2004-ig várattak magukra, mikor is már megfelelő technológiai eljárások váltak hozzáférhetővé
a felmerülő problémák leküzdéséhez [5]. A töltéshordozók különleges spektruma és az anomális
kvantum Hall-effektus a grafénben [6] nagy figyelmet keltett a kutatási területen.
A grafén felfedezése új lehetőségeket nyitott néhány alapvető jelenség vizsgálatára a rela-
tivisztikus kvatumelmélet területéről. Valószı́n˝uleg az egyik legfontosabb ilyen példa az ún.
Klein-paradoxon[11], ami a relativisztikus kvantumrészecskék nagy áthatólóképességét jósolja
meg nagyon magas és széles potenciálgátakon. Az effektust eddig csak kı́sérletileg meg-
valósı́thatatlan (vagy nagy nehézségek árán megval´osı́tható) elrendezésekben vizsgálták. Ilyen
volt pl. a részecske-antirészecske párkeltés a feketelyukak határán [12]. Ugyanakkor az effektus
lényeges szerepet játszik a grafénnel kapcsolatos elektronikában [13].
A technológiai eljárások fejlődésével lehetőségnyı́lik tervezett geometriájú grafén minták
előállı́tására. Különböző minták készı́tésemár napjainkban is lehetséges például pásztázó
alagútmikroszkóp-litográfia (STM) segı́tségével [14]. A preparált minták fizikai folyamatai-
nak leı́rásához elengedhetetlen figyelembe venni a graf´en peremének hatásait [15, 16, 17].
A dolgozatban a peremeffektusok kváziklasszikus értelmezését taglaljuk a grafénre kidolgo-
zott szemiklasszikus formalizmus [18, 19] keretein belülösszehasonlı́tva az egzakt kvantumos
számolásokkal. Az első fejezetben áttekintést adunka grafén alapvető fizikai tulajdonságairól,
majd a második fejezetben bemutatjuk a végtelen grafén minta kötött állapotainak leı́rására al-
kalmas szemiklasszikus formalizmust. A harmadik fejezetben a véges minta határain kirótt pe-
remfeltételekkel foglalkozunk, végül pedig a negyedikés ötödik fejezetek a peremeffektusok
szemiklasszikus értelmezését mutatják be.
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1. fejezet

Bevezet́es a graf́en fizikájába

Az előszóban már utaltunk rá, hogy grafénnek a szénatomok hatszögrácsban elrendezett
rendszerét nevezzük (1.1. ábra). A kristályrács Bravais-cellája háromszög szimmetriát mu-
tat, minden cellában két bázisatommal (A és B atomok). A kristályrács elemi rácsvektorait
választhatjuk az alábbi alakban:

1.1. ábra. Bal: a grafén kristályszerkezete, mely két független alrács (A és B atomokból álló)
együtteseként fogható fel. Jobb: a megfelelő Brillouin zóna ab1 ésb2 reciprokrács-vektorokkal.

a1 =
rC−C

2
(3,−

√
3) , a2 =

rC−C

2
(3,
√

3) , (1.1)

ahol rC−C ≈ 1.42Å a szénatomok közötti távolságot jelöli. A krist´alyrács reciprokrácsa ugyan-
olyan szimmetriákkal rendelkezik mint a direkt rács. A reciprokrács elemi rácsvektorai az alábbi
összefüggésekkel adottak:

b1 =
2π

3rC−C
(1,−

√
3) , b2 =

2π
rC−C

(1,
√

3) . (1.2)

A grafén fizikájában különösen fontos szerepet játszanak az ún.K ésK′ pontok a Brillouin zóna
(BZ) sarkaiban. Ezeket a pontokat nevezzükDirac-pontoknak. Az elnevezést a későbbiek során
megmagyarázzuk. A Dirac-pontok a reciprokrácsban a

K =
2π

3rC−C

(

1,
1
√

3

)

, K ′ =
2π

3rC−C

(

1,− 1
√

3

)

(1.3)
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pontokban helyezkednek el. Szorosan kötött elektron modellben (tight binding - TB) [20] a
három legközelebbi szomszédok figyelembe vételével agrafén Hamilton-operátora betöltési
szám reprezentációban az alábbi alakot ölti [9, 8]:

H = −γ
∑

〈i, j〉,σ

(

a†i,σb j,σ + h.c.
)

, (1.4)

ahol ai,σ (a†i,σ) az eltüntető (keltő) operátor, mely egyσ spinű elektronra hat azRi rácspont

A alrácsán. Analóg módon értelmezhető ab j,σ (b†j,σ) operátor is, mely aB alrácson hat. A
képletben továbbáγ > 0 az ún.hopping-integráltjelöli, és h.c. a hermitikus konjugáltat. A
grafén sávszerkezetének számolásához térjünk át reciproktér reprezentációba.N elemi cellát tar-
talmazó mintában a keltő és eltüntető operátorok:

a†i,σ =
1
√

N

∑

k

e−ikR iα
†
k,σ , ai,σ =

1
√

N

∑

k

eikR iαk,σ , (1.5)

valamint:

b†j,σ =
1
√

N

∑

k

e−ikR jβ
†
k,σ , b j,σ =

1
√

N

∑

k

eikR jβk,σ , (1.6)

Az α†k,σ (αk,σ) keltő (eltüntető) operátor egy~k impulzusú ésσ spinű állapotot kelt (tüntet el).

Hasonlóan értelmezhetőek aβ†k,σ, βk,σ operátorok. Impulzustérben a Hamilton-operátor az al´abbi
alakot ölti:

H = −γ
∑

k,σ

































3
∑

j=1

eiks j

















α
†
k,σβk,σ + h.c.

















, (1.7)

aholsj a j = 1, 2, 3 szomszédos atomokat tartalmazó elemi cellák rácsvektorait jelentik:

s1 = −a1 , s2 = −a2 , s3 = 0 . (1.8)

Ezekkel a rácsvektorokkal:

f (k) =
3

∑

j=1

eiks j = 1+ e−ika1 + e−ika2 . (1.9)

Az (1.7) Hamilton-operátor az alábbi kanonikus traszformációval diagonalizálható:

e†k,σ =
1
√

2

(

CA(k)α†k,σ +CB(k)β†k,σ
)

,

h†k,σ =
1
√

2

(

CA(k)α†k,σ −CB(k)β†k,σ
)

.

(1.10)

A |CA(k)| = 1 és|CB(k)| = 1 együtthatók az alábbi mátrixegyenletet elégı́tik ki:

−γ
(

0 f (k)∗

f (k) 0

) (

CA(k)
CB(k)

)

= Ek

(

CA(k)
CB(k)

)

, (1.11)
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ahol az energiasajátértékek:

Ek = γ| f (k)| = γ
√

3+ 2 coska1 + 2 coska2 + 2 cosk(a1 − a2) . (1.12)

A diagonalizált Hamilton-operátor:

H =
∑

k,σ

(

E+k e†k,σek,σ + E−k h†k,σhk,σ

)

, ahol:E±k = ±Ek . (1.13)

Az E±k spektrumot az 1.2. ábra szemlélteti. A spketrum szimmetrikus azE = 0 sı́kmetszetre: a

(a) A felső felület a vezetési sávot, az alsó felület
pedig a valenciasávot ábrázolja.

(b) A Dirac-kúpok a Fermi-energia
környékén. A vezetési és valenciasáv a
két jellegzetesK és K′ pontban érintik
egymást.

1.2. ábra. A grafén spektuma szorosan kötött elektron modellből számolva elsőszomszéd
kölcsönhatásokkal.

Hamilton-operátor (1.13) alakjából leolvasható, hogy aze†k,σ operátor a vezetési sávban kelt egy

Ek energiájú állapotot, ah†k,σ operátor pedig a valenciasávban kelt egy−Ek energiájú állapotot.
Ha figyelembe vennénk másodszomszéd kölcsönhatásokat is a modellben, ez a szimmetria el-
romlana, azonban a soron következő állı́tások nem vesztenék érvényüket [8]. A spektrum a
Dirac-pontok környékén kúpszerű geometriát mutat.Sorbafejtve az (1.12) diszperziós relációt
a K pont környékén:

E±q ≈ ±vF~|q| + O












(

q
|K |

)2










, (1.14)

aholq = k − K , vF pedig a Fermi-sebesség [26]:

vF =
3γrC−C

2~
, vF ∼ 106 ms−1 . (1.15)

A K′ pont környékén sorfejtve a diszperziós relációt, ugyanilyen képletet kapunk a kis energiájú
gerjesztések spektrumára. A Fermi-energia, elektronadagolás és kapufeszültségek alkalmazása
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nélkül, a Dirac-pontok által kifeszı́tett sı́kba esik.Ezért a grafén elektronszerkezetének tulaj-
donságait figyelembe véve, a grafén egy nulla tiltott sávszélességű félvezetőnek számı́t. Meg-
mutatható hogy aK pont környékén a lineáris diszperziójú kvázirészecskéket formálisan egy
Dirac-féle Hamilton-operátorral lehet leı́rni [9, 8]:

Ĥσ = vFσp̂ , (1.16)

aholσ = (σx, σy) a Pauli-mátrixokat jelöli. AK′ pont elemi gerjesztéseit ún.valley isotrop
reprezentációban ugyanez a Hamilton-operátor ı́rja le. A fenti állı́tást az 1.1. szakaszban bi-
zonyı́tjuk pontosı́tva a valley isotrop reprezentáció fogalmát is. Az elméleti megfontolásokat
mérési eredmények is alátámasztották [6]. Ezek a mérések többnyire az energiafüggő ciklotron-
tömeget vizsgálták [8]. Végtelen kiterjedésű graf´en mintában, amennyiben nincs átszórás a
Dirac-kúpok között, a két független Dirac-pont kétszeres degenerációt okoz az elemi ger-
jesztések spektrumában. Véges minta esetében a peremek átszórásokat okoznak a Dirac-pontok
között [15, 16], ezért a független Dirac-pontok modellje nem alkalmazható.
A grafén elektronszerű és lyukszerű gerjesztései hasonló töltéskonjugációs szimmetriatulaj-
donságokat mutatnak, mint ahogy azt megszoktuk a kvatumelektrodinamikában [21]. A grafén
esetében ez a szimmetria a két alrácsból álló rács szimmetriatulajdonságainak következménye,
mivel a grafén elektronjanak hullámfüggvényét kétkomponensű vektorok segı́tségével lehet
megadni. Az egyes komponensek az egyes alrácsok járulékait jelentik a hullámfüggvényben.
A grafén kétkomponensű vektorral történő leı́rásanagyban hasonlı́t a feles spinű részecskék
leı́rásához (hasonlóan SU(2) algebrát követ), azonban a megkülönböztetés céljából ezt mégis
pszeudospinneknevezik. A pszeudospin-vektor irányát az elektron kiralitásának nevezzük.
További analógiák is meglelhetők a kvatumelektrodinamika és a grafén elemi gerjesztései
között: egyE energiával terjedő (propagáló) elektron ugyanabban aspektrumágban azonosı́tható,
mint egy−E energiájú lyuk, mely az ellentétes irányban propagál. Mindebből az következik,
hogy ugyanabból a spektrumágból származó elektronnak és lyuknak ugyanolyan irányba mu-
tat a pszeudospin-vektora, mely irány egybeesik elektronesetében az impulzus irányával, lyuk
esetében pedig vele épp ellentétes irányú. Az analógia a térelméletekkel váratlan fordulatot vesz
amikor figyelembe vesszük, hogy a grafén sı́kja valójában nem teljesen lapos. A szénatomok
mindig véges görbületű felületrészeken helyezkednek el. Ez az effektus többek között aMermin-
Wagner-tétel[22] következményeként értelmezhető. Köztudott, hogy harmonikus közelı́tésben a
kétdimenziós rendszerekben nem alakulhat ki hoszútávú rend [23]. A felület görbületi torzulása
a helyzetet nagy mértékben befolyásolja és megakadályozza a kristályrács felbomlását.

1.1. Burkolófüggvény-közeĺıtés: Dirac-féle Hamilton-operátor

Az előző szakaszban emlı́tettük, hogy kontinuum modellben az elemi gerjesztéseket aK
és K′ Dirac-kúpokban egy Dirac-féle Hamilton-operátorral lehet leı́rni ((1.16) egyenlet). A
továbbiakban az effektı́v Hamilton-operátor közelı́téssel kapott Hamilton-operátor levezetését is-
mertetjük. Módosı́tott levezetés megtalálható DiVincenzo és Mele [24], Ando és munkatársainak
[25], Neto és munkatársainak cikkeiben [8], illetve Cserti József MTA doktori értekezésében
[26]. Az állı́tás bizonyı́tásához térjünk át koordináta reprezentációba! Ehhez vegyük az (1.11)
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egyenlet Fourier-transzformáltját:

EΨA(r) = −γ
∑

si

ΨB(r + si) = −γ
(

ΨB(r) + ΨB(r − a1) + ΨB(r − a2)
)

,

EΨB(r) = −γ
∑

si

ΨA(r − si) = −γ
(

ΨA(r) + ΨA(r + a1) + ΨA(r + a2)
)

.

(1.17)

Az egyenletekben bevezettük aΨA(r) ésΨB(r) hullámfüggvényeket azA ésB atomokon:

ΨA(r) =
1

(2π)2

∫

dkCA(k)e−ikr , ΨB(r) =
1

(2π)2

∫

dkCB(k)e−ikr . (1.18)

Legyenek ak = K és k = K ′ hullámszámokhoz tartozó Bloch-függvények rendreΨK(r) és
ΨK′(r). Ezekre fennáll:

ΨK(r ± ai) = e±ikaiΨK(r) ,

ΨK′(r ± ai) = e±ikaiΨK′(r) .
(1.19)

Az E = 0 Fermi-energia közelében az (1.17) egyenletben adottΨA(r) ésΨB(r) hullámfüggvények
felı́rhatókΨK(r) ésΨK′(r) bázisában:

ΨA(r) = Ψ1(r)ΨK(r) − Ψ4(r)ΨK′(r) ,

ΨB(r) = iΨ2(r)ΨK(r) − iΨ3(r)ΨK′(r) ,
(1.20)

ahol aΨ1(r), Ψ2(r), Ψ3(r) ésΨ4(r) amplitúdókról feltesszük, hogy lassan változnak a grafén
rácsállandójához képest. Az együtthatók fenti megválasztását, mely a későbbi számolások során
válik jelentőssé,valley isotrop reprezentációnak nevezzük. Ezeket az amplitúdókat burkoló
függvényeknek (envelope functions) nevezik. Mivel az amplitúdók a helynek lassan változó
függvényei, sorbafejthetjük őket:

Ψi(r + ∆r) = Ψi(r) + ∆r
∂Ψi(r)
∂r

. (1.21)

Beı́rva ezt a sorfejtést az (1.17) egyenletbe a következ˝ot kapjuk:

E
(

Ψ1(r)ΨK(r) −Ψ4(r)ΨK′(r)
)

= −γ
(

g(K )i
∂Ψ2(r)
∂r
ΨK(r) − g(K ′)i

∂Ψ3(r)
∂r
ΨK′(r)

)

, (1.22)

E
(

iΨ2(r)ΨK(r) − iΨ3(r)ΨK′(r)
)

= γ

(

g(−K )
∂Ψ1(r)
∂r
ΨK(r) − g(−K ′)

∂Ψ4(r)
∂r
ΨK′(r)

)

, (1.23)

ahol:

g(k) =
3

∑

i=1

sie
iksi , (1.24)

éssi azi = 1, 2, 3 szomszédos atomokat tartalmazó elemi cellák rácsvektorait jelentik. Az egyen-
letek felı́rásánál felhasználtuk az

3
∑

i=1

eiKsi = 0 ,
3

∑

i=1

eiK ′si = 0 (1.25)
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egyenlőségeket is. Az (1.22) és (1.23) egyenletekben összehasonlı́tva aΨK(r) és ΨK′(r)
bázisfüggvények együtthatóit, aΨi(r) amplitúdókra az alábbi megkötéseket kapjuk:

EΨ1(r) = −iγg(K )
∂Ψ2(r)
∂r

, (1.26)

EΨ2(r) = −iγg(−K )
∂Ψ1(r)
∂r

, (1.27)

EΨ3(r) = −iγg(−K ′)
∂Ψ4(r)
∂r

, (1.28)

EΨ4(r) = −ig(K ′)
∂Ψ3(r)
∂r

. (1.29)

Könnyű megmutatni, hogy az (1.1) egyenlettel definiálta1 ésa2 rácsvektorokkal:

g(±K ) =
3
2

rC−C

(

1
∓i

)

, g(±K ′) =
3
2

rC−C

(

1
±i

)

. (1.30)

Bevezetve a ˆpx = −i~∂x és p̂y = −i~∂y impulzus-operátorokat, és felhasználva a Fermi-sebesség
(1.15) definı́cióját a fenti négy egyenlet mátrix alakba ı́rható:

E































Ψ1(r)
Ψ2(r)
Ψ3(r)
Ψ4(r)































= vF































0 p̂x − i p̂y 0 0
p̂x + i p̂y 0 0 0

0 0 0 p̂x − i p̂y

0 0 p̂x + i p̂y 0





























































Ψ1(r)
Ψ2(r)
Ψ3(r)
Ψ4(r)































. (1.31)

A jobb oldalon a mátrix blokk-diagonális szerkezetű, aΨ1(r) ésΨ2(r) amplitúdók aK pontnak,
mı́g aΨ3(r) ésΨ4(r) amplitúdók aK ′ pontnak felelnek meg. A két Dirac-ponthoz rendelt amp-
litúdók egymástól független blokkokat alkotnak. Ezta szabadsági fokot nevezzükizospinnek,
a szabadsági fokhoz tartozó teret pedigizospin-térnek. Az (1.31) sajátértékegyenlet tömöreb-
ben ı́rható a pszeudospin-téren ható (lásd a pszeudospin (1.16) egyenlet alatti definı́cióját)σ0,
σ = (σx, σy, σz) és az izospin-téren hatóτ0, τ = (τx, τy, τz) egység- és Pauli-mátrixok
segı́tségével:

ĤΨ(r) = EΨ(r) , (1.32)

ahol:
Ĥ = τ0 ⊗ Ĥσ , Ĥσ = vFσ p̂ . (1.33)

a Hamilton-operátor, és

Ψ(r) =































Ψ1(r)
Ψ2(r)
Ψ3(r)
Ψ4(r)































(1.34)

az ún.Dirac-spinor. A Ĥσ Hamilton-operátor hasonlı́t a kétdimenziós elektron relativisztikus
Dirac-féle Hamilton-operátorához. Ezért hı́vják a Brillouin-zóna csúcsait Dirac-pontoknak, és a
diszperziós relációt a Dirac-pontok közelében Dirac-kúpoknak. Megmutatható, hogy mágneses
térben alkalmazva az ún.Peierls-transzformációt[27] az (1.17) TB egyenletek hopping tagján,
a fentiekben bevezetett Dirac-féle Hamilton-operátor aszokásos módon transzformálódik:

Ĥ = τ0 ⊗ Ĥσ , Ĥσ = vFσ( p̂− eA) , (1.35)

ahole< 0 az elektron töltését,A pedig a vektorpotenciált jelöli.



1.  - B́  ́ ́́ 9

1.2. Az izospin

Az előző szakaszban bevezettük az izospin-teret (I), mint a direktszorzat Hilbert-tér egyik
tényezőjét. Az izospin-térben választhatunk két b´azist, melyekkel a Dirac-kúpok súlyának
bármilyen aránya előállı́tható a hullámfüggvényekben:

i±0 =
1
√

2

(

1
±1

)

. (1.36)

A skaláris szorzás hagyományos formája mellett a skal´aris szorzat az SU(2) transzformációk
mellett marad invariáns, azaz az izospin hagyományos spinalgebrát követ. Az izospint kap-
csolatba hozhatjuk az (1.20) egyenletben szereplőΨK(r) ésΨK′(r) bázishullámfüggvényekkel.
Ezek a hullámfüggvények közvetlen módon fejezik ki adott r helyen a Dirac-kúpok súlyát
az (1.20) TB hullámfüggvényben, ezért kézenfekvő őket az izospin komponenseinek tekinti.
Ezáltal nagyon szemléletesen értelmezhető izospin fogalomhoz jutunk, és nem veszı́tünk el
semmilyen információt a TB leı́rásmódhoz képest. Leszögezzük azonban, hogy aΨK(r) és
ΨK′(r) hullámfüggvényekhez kapcsolódó izospineket nem alkalmazzuk az (1.34) Dirac-spinor
felı́rásához, csupán a szemlélet kedvéért vezetjük be őket. Szemiklasszikus értelmezésben az

iK,K′ =
1
√

2

(

ΨK(r)
ΨK′(r)

)

, iK,K′ ∈ I (1.37)

izospin időfejlődését azr(t) trajektória mentén aΨK(r) ésΨK′(r) hullámfüggvények ı́rják le. Ez
az időfejlődés a burkológörbe változásaihoz képest gyors, ezért nem meglepő, hogy a Dirac-féle
Hamilton-operátor definı́ciójából adódóan nem ad r´ola számot. AΨK(r) ésΨK′(r) függvények
könnyen meghatározhatóak a TB egyenletek legegyszerűbb (1.17) esetében, eltekintve bármilyen
extra erőhatástól. AzE± = ±vF~|k| energiás független megoldások aK ésK′ kúpokban:

(

ΨA(r)
±ΨB(r)

)

=

(

e−iα

±1

)

eikrΨK(r) =
(

e−iα

±1

)

eikreiKr . (1.38)

(

Ψ ′A(r)
±Ψ ′B(r)

)

=

(

e−iα

±1

)

eikrΨK′(r) =
(

e−iα

±1

)

eikreiK′ r . (1.39)

Az egyenletekben a+ (−) előjel az elektroszerű (lyukszerű) gerjesztésekheztartozik, azα
szög pedig ak vektor és azx tengely által bezárt szöget jelöli az 1.1. ábra geometriájában. A
bázishullámfüggvények definı́ciójából adódóan:

ΨK(r) = eiKr , ΨK′(r) = eiK′ r . (1.40)

A kiszámolt függvényekkel az izospin:

iK,K′ =
1
√

2

(

eiKr

eiK′ r

)

. (1.41)
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A Kr ésK′ r fázisok fejlődése során az izospin-vektor elfordul azizospin-térz tengelye körül.
Ezt az állı́tást könnyen megérthetjük, ha képezzükaz Î = ~2τ izospin-operátor várható értékét:

〈Îx〉 =
〈

îK,K′

∣

∣

∣

∣

∣

~

2
τx

∣

∣

∣

∣

∣

îK,K′

〉

=
~

2
cos(Kr − K′ r) ,

〈Îy〉 =
〈

îK,K′

∣

∣

∣

∣

∣

~

2
τy

∣

∣

∣

∣

∣

îK,K′

〉

=
~

2
sin(Kr − K′ r) ,

〈Îz〉 =
〈

îK,K′

∣

∣

∣

∣

∣

~

2
τz

∣

∣

∣

∣

∣

îK,K′

〉

= 0 .

(1.42)

A felı́rt izospin tehát az tengelyre merőleges, azx tengellyel (K − K′)r szöget bezáró izospin-
vektort (̂ν := 2

~
〈 Î 〉) ı́r le:

ν̂ =





















cos(Kr − K′ r)
sin(Kr − K′ r)

0





















. (1.43)

A (K − K′)r szög az 1.1. ábrán bevezetett koordináta-rendszer alapjában a propagálásy vetülete
mentén fejlődik, mivel a (K − K′) vektor merőleges azx tengelyre. Az izospin-vektory irányban
3 Wigner-Zeitz cella megtétele után fordul el egy fordulattal, azaz 2π szöggel. Eddig figyelmen
kı́vül hagyott erőhatások (például a minta peremének, vagy egy külső erőtérnek a hatása) figye-
lembe vételével az izospin leı́rása bonyolultabbá válik: cikk-cakk peremű grafén minta esetében
például a Dirac-spinort az (1.36) izospin-bázis olyan kombinációja állı́tja elő, amely az tengely
irányába mutató izospin-vektort eredményez (bővebben a 3. fejezetben).́Altalában az izospin-
vektor állása tetszőleges lehet, és aΨK(r) ésΨK′(r) hullámfüggvények alakja is változik.
A további fejezetekben bemutatott számolások és az általánosság érdekében célszerű bevezetni
az (1.43) izospin-vektorϕ szögét azr = 0 helyen. AΨK(r) ésΨK′(r) hullámfüggvények egy
fázisfaktorral való

ΨK(r) −→ ΨK(r)ei ϕ2 , ΨK′(r) −→ ΨK′(r)e−i ϕ2 (1.44)

transzformálása során âν izospin-vektorϕ szöggel fordul el azx − y sı́kban. Ahhoz, hogy
az (1.20) TB hullámfüggvény invariáns maradjon az izospin-vektor forgatására, az izospin-tér
(1.36) bázisait ellentétes irányban,−ϕ szöggel kell elforgatni az tengely körül. Kétdimenziós
ábrázolásban a forgatás generátora az irányú izospin-operátor (Îz =

~

2τz). Csoportelméleti alap-
ismereteket felhasználva felı́rhatjuk a forgatás oper´atorát:

F̂(ϕ) = Exp

(

−iϕ
Îz

~

)

. (1.45)

A forgatás-operátor mátrix alakja:

F̂(ϕ) =

(

e−i ϕ2 0
0 ei ϕ2

)

, (1.46)

az elforgatott izospin-bázisok pedig:

i±ϕ =
1
√

2

(

e−i ϕ2

±ei ϕ2

)

. (1.47)
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Az elforgatott izospin-térrel együtt az (1.35) Hamilton-operátor, és a hozzá tartozó Hilbert-tér is
transzformálódik. Az izospin-térben az tengely körüli forgatások szimmetria-csoportját alkotják
az (1.35) Hamilton-operátornak, hiszen teljesül az alábbi kommutációs reláció:

[(

F̂(ϕ) ⊗ σ0

)

, Ĥ
]

= 0 . (1.48)

Ebből az következik, hogy az izospin-tér elforgatása nem változtatja meg az (1.35) Hamilton-
operátor alakját. Az elforgatott Hilbert-térben az (1.34) Dirac-spinor az alábbi alakot ölti:

Ψϕ =

(

F̂(ϕ) ⊗ σ0

)































Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4































=































e−i ϕ2

(

Ψ1

Ψ2

)

ei ϕ2

(

Ψ3

Ψ4

)































. (1.49)



12 1.  - B́  ́ ́́



13

2. fejezet

Kötött állapotok szemiklasszikus
kvantálása

Általában a szemiklasszikus közelı́téseket a Schrödinger-egyenlet közelı́tő megoldásai
kapcsán vezethetjük be [30, 31]. Az alábbi számolásokban hasonló gondolatmenetet alkal-
mazunk a Dirac-egyenlet közelı́tő megoldásaira [18, 19]. Hagyományos megfogalmazásban a
számolásaink~1 rendig terjednek ki. A számolások során egyelőre feltesszük, hogy a grafén
minta végtelen kiterjedésű. Ez a feltevés jelentősenegyszerűsı́ti a problémát, hiszen ı́gy nem
kell foglalkoznunk a peremek okozta átszórásokkal a Dirac-kúpok között [15, 16, 17] és dolgoz-
hatunk független Dirac-kúpok képben. Később az eredményeket kiterjesztjük peremes mintákra.
Független Dirac-kúpok képben az (1.35) egyenlettel adott Hamilton-operátort használhatjuk az
állapotok leı́rására:

Ĥσ = vF

(

0 π̂x − iπ̂y

π̂x + iπ̂y 0

)

, (2.1)

ahol π̂ = p̂− eA és A a vektorpotenciál. AĤσΨσ = EΨσ Schrödinger-egyenlet megoldását az
alábbi alakban keressük:

Ψσ(r ) =
∑

k≥0

(

~

i

)k

ak(r )e
i
~
S(r ) , (2.2)

aholak(r ) kétkomponensű vektorok (spinorok) ésS(r ) pedig a klasszikus hatás. A Schrödinger-
egyenletet kicsit átrendezve az:

e−
i
~
S(r )(Ĥσ − E)e

i
~
S(r )e−

i
~
S(r )
Ψσ = 0 (2.3)

alakra hozható. Behelyettesı́tve a hullámfüggvény (2.2) alakját a fenti Schrödinger-egyenletbe
az alábbi összefüggést kapjuk:

(

−E vF(Π̂x − iΠ̂y)
vF(Π̂x + iΠ̂y) −E

) (

a0(r ) +
~

i
a1(r ) + . . .

)

= 0 , (2.4)

ahol bevezettük a

Π̂i = p̂i + Π
0
i , ahol:Π0

i = pi − eAi(r ), p =
∂S(r )
∂r
, i = x, y (2.5)
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jelöléseket. A szemiklasszikus közelı́tések alapelvét tekintve megköveteljük, hogy a fenti egyen-
let ~ minden rendjében teljesüljön [30]. Leválasztva a~0 rendű tagokat:

(

−E vF(Π0
x − iΠ0

y)
vF(Π0

x + iΠ0
y) −E

)

a0(r ) = 0. (2.6)

A (2.6) egyenletben szereplő mátrix diagonalizálhatóaz alábbiH±(p, r ) sajátértékekkel és
V±(p, r ) sajátvektorokkal:

H±(p, r ) = ±vF

√

(Π0
x(r ))2 + (Π0

y(r ))2 , (2.7)

V± =
1
√

2

(

±τ1
1

)

, haE , 0 , τ1 =
vF(Π0

x − iΠ0
y)

E
=

1
vF

(

∂H
∂px
− i
∂H
∂py

)

. (2.8)

A (2.6) egyenlet diagonalizált alakja voltaképpen nem m´as, mint két Hamilton-Jacobi egyenlet:

E − H±
(

∂S±(r )
∂r
, r

)

= 0. (2.9)

Az összefüggésekben szereplő+ (−) előjel az elektronszerű (lyukszerű) állapotokhoz tartozik.
Az a±0 spinor aV± sajátvektorhoz képest egy skalár szorzótényezőbentérhet el:

a±0 = A±(r )eiγ±(r )V± , (2.10)

aholA±(r ) egy valós amplitúdó,γ±(r ) pedig egy fázis. Ezeket a paramétereket a (2.4) egyenlet
~

1 rendű tagja határozza meg. (A továbbiakban az egyszerűség kedvéért eltekintünk a± indexek
használatától.)

(

~

i

) [(

−E v(Π0
x − iΠ0

y)
v(Π0

x + iΠ0
y) −E

)

a1(r ) +

(

0 v( ∂
∂x − i ∂

∂y)
v( ∂
∂x + i ∂

∂y) 0

)

a0(r )

]

= 0 . (2.11)

Ezt az egyenletet beszorozva balróla†0-tal és felhasználva a (2.6) egyenletet:

a†0

(

0 v( ∂
∂x − i ∂

∂y)
v( ∂
∂x + i ∂

∂y) 0

)

a0(r ) = 0 . (2.12)

Ebbe az egyenletbe behelyettesı́tve a (2.10) összefügg´essel adott spinoralakot, és megkövetelve
az egyenlet valós és imaginárius részének egyidejű eltűnését, az alábbi összefüggésekre jutunk:

d
dt
γ (r (t)) =

1
2

(

∂2H
∂x∂py

− ∂
2H
∂y∂px

)

, ∂i

(

A2(r )
∂H
∂pi

)

= 0 . (2.13)

A számolások során felhasználtuk, hogy

d
dt
γ (r (t)) =

∂H
∂px
∂xγ(r ) +

∂H
∂py
∂yγ(r ) , (2.14)

valamint a Hamilton-egyenleteket:

∂H
∂p
=

d
dt

r , −∂H
∂r
=

d
dt

p . (2.15)
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A (2.13) egyenlettel tehát adottak az amplitúdó- és fázisfaktorok. A klasszikus Hamilton-
függvényt, mely meghatározza a klasszikus pályát, a (2.7) egyenlettel adtuk meg. Ez már ele-
gendő a szemiklasszikus hullamfüggvény felı́rására, hiszen a hatást a kanonikus impulzus in-
tegrálásával számolhatjuk ki a klasszikus pálya mentén. A kötött állapotok kvantálási feltételét a
hullámfüggvény egyértékűségének előı́rásával kapjuk meg. EgyN dimenziós integrálható rend-
szer esetében a kvantálási feltétel az alábbi alakbanı́rható:

1
~

∮

Γ j

p dr + γ j = 2π
(

n j +
µ j

4

)

. (2.16)

Az egyenletbenΓ j, j = 1 . . .N az irreducibilis zárt ciklusokat jelöli azN dimenziós tórusz
felületén, azaz minden ciklikus szabadsági fokra egy kvantálási feltételt kapunk. Továbbán j po-
zitı́v egészek, ésµ j-k a Maslov-indexek, melyek a trajektóriaΓ j-re vett vetületén az érintett
klasszikus fordulópontok számát jelöli. (A klasszikus fordulópontokban a (2.13) egyenlettel
adott amplitúdófaktor divergál. Ez a divergencia okozza aπ/2-es fázisugrást.) Végülγ j jelöli
a hullámfüggvény spinor részének a fáziskülönbs´egét miközben a trajektória végigfut aΓ j cik-
luson.

2.1. Aγ fázis kapcsolata az elektronok kiralit́aśaval

Az előző fejezetben bevezetettγ fázisnak szemléletes geometriai jelentése van.Átalakı́tva
a (2.13) egyenletet felhasználva a (2.15) Hamilton-egyenleteket:

d
dt
γ (r (t)) =

1
2

(

∇r ×
d
dt

r
)

z

. (2.17)

Az egyenlet integrálásával:

γ (r ) =
1
2

∫

Γ

(

∇r ×
1
vF

d
dt

r
)

z

dl , (2.18)

ahol: dl = vFdt. Az egyenletben szereplő1vF

d
dt r vektor a mozgásirányba mutató egységvektorral

egyenlő. Vektoralgebrai alapismereteket felhasználvamegmutatható, hogy:

γ (r ) =
1
2

∫

Γ

dϕ , (2.19)

ahol dϕ a mozgásirány elfordulási szögét jelöli dl hosszúságú görbeı́v befutásával. A
továbbiakban megmutatjuk, hogy aγi fázis a pszeudospin-vektor elfordulásával hozható kap-
csolatba a trajektória mentén. A mozgásirány kvantummechanikai operátora:

1
vF

d
dt

r̂ =
i

vF~

[

Ĥσ, r̂
]

= σ , (2.20)

ami éppen a pszeudospin-operátorrátorral egyenlő~/2 egységekben. A pszeudospin-vektor
iránya (mely megegyezik a mozgás irányával) azr helyen az alábbi skalárszorzattal határozható
meg:

n̂σ(r ) = 〈Ψ|σ |Ψ〉σ , (2.21)
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ahol a skalárszorzat csak a Hilbert-tér pszeudospin részére van értelmezve (azaz nem integrálunk
az L2 tér felett). Megemlı́tjük még, hogy aγ fázist geometriai jelentése miatt gyakran hozzák
kapcsolatba az ún. Berry-fázissal [18]. A Berry-fázis időfejlődése a sajátállapotok adiabati-
kus változásával hozható kapcsolatba a rendszert szabályozó külső paramétertartomány-beli
változások során [32, 33]. Szigorú definı́cióját tekintve aγ fázis nem azonos a Berry-fázis de-
finı́ciójával, ennek ellenére kézenfekvő Berry-fázisként értelmezni geometriai jelentése miatt.
Mindebből az következik, hogy a Berry-fázis a pszeudospin-vektor elfordulási szögének felével
egyezik meg. Mágneses térben kialakuló körpályák esetében például a pszeudospin-vektor elfor-
dulási szöge 2π, ı́gy a Berry-fázisγ = π-nek adódik.
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3. fejezet

A peremfeltétel általános alakja

Az eddigiekben végtelen kiterjedésű grafén mintávalfoglalkoztunk. A peremeken azonban
a hullámfüggvények egy megfelelő peremfeltételt el´egı́tenek ki. A peremfeltétel alábbi meg-
határozását aPhysical Review Bfolyóiratban megjelent publikáció [16] mintájára mutatjuk be
apró változtatásokkal a gondolatmenetben. A számolások előtt osztályozzuk a különböző tı́pusú
peremeket. A minta belsejében lévő atomok három, a peremen lévő atomok viszont csak egy
vagy két atomhoz kapcsolódnak. A hiányzó szomszédos atomokat a 3.1. ábrán nyitott karikákkal
jelöltük. A TB peremfeltétel megköveteli a hullámfüggvény eltűnését a hiányzó atomokon. Fel-
tesszük hogy a peremen lévő atomok elhelyezkedéseN egymást követő hiányzó atom után
ismétli önmagát, a peremT = na1+ma2 eltolással fedésbe hozható önmagával (n,mnemnegatı́v
egészek). A továbbiakban feltesszük az általánosság elvesztése nélkül, hogyn−m= 0 mod 3.
A hiányzó szomszédos atomokN száma egyT perióduson belül lehet tetszőlegesen nagy, de
nem lehet kisebbn+m-nél. Ennélfogva a hiányzó kötésekN′ száma sem lehet kisebbn+m-nél.
A továbbiakban a peremetminimálisnaknevezzük, haN = N′ = n +m. A 3.1.c) ábra pereme
minimális (N = N′ = 5), mı́g a 3.1.a) és 3.1.b) peremek nem minimálisak (rendre N = 7, N′ = 9
ésN = 5, N′ = 7). A továbbiakban csupán a minimális peremekkel foglalkozunk. A hiányzóN
atom szétbonthatóNA darabA tı́pusú ésNB darabB tı́pusú hiányzó atom összegére. A minimális
peremn darab eltolásbóla1 mentén ésm darab eltolásbóla2 áll össze. Ebből adódóanNA = n és
NB = m adódik. A peremetn = m eseténkarosszék(armchair) tı́pusúnak, minden más esetben
pedigcikk-cakk(zigzag) tı́pusúnak nevezzük.

3.1. A peremfelt́etel meghat́arozása

A Ψ hullámfüggvény a peremen (E) az alábbi peremfeltételt elégı́ti ki:

M̂Ψ = Ψ, (3.1)

ahol M̂ egy 4× 4 mátrix. Az általánosság megsértése nélkül feltesszük, hogy azM̂ mátrix nem
függ az energiától és az alábbi egyenlőségeket elégı́ti ki [15, 16]:

M̂ = M̂† , M̂2
= Î . (3.2)

A minta peremén elvárjuk, hogy a peremre merőleges részecskeáram-komponens nulla legyen.
A peremfeltétel mátrixát ez a feltétel határozza meg.A részecskeáram-operátork komponensét
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3.1. ábra. A grafén peremének osztályai. A különböző tı́pusok ugyanahoz aT eltolásvektorhoz
tartoznak. Az üres karikák a hiányzó közvetlen szomszédokat jelölik.

az (1.35) Hamilton-operátort felhasználva az alábbi m´odon határozhatjuk meg:

Ĵk =
d
dt

r̂k =
i
~

[

Ĥ, r̂k

]

= vFτ0 ⊗ σk . (3.3)

Jelölje n̂E a peremre merőleges, a mintából kifele mutató egységvektort. A peremre merőleges
részecskeáram-operátor felı́rható az alábbi alakban:

ĴE = n̂E Ĵ = vFτ0 ⊗ (n̂Eσ) . (3.4)

Megköveteljük a részecskeáram peremre merőleges komponensének eltűnését:

JE =
〈

Ψ

∣

∣

∣ĴE
∣

∣

∣Ψ

〉

∣

∣

∣

∣E
= 0 . (3.5)

Megmutatható, hogy a (3.5) egyenlettel megfogalmazott állı́tás ekvivalens a peremfeltétel-mátrix
és a részecskeáram antikommutációs relációjánakalábbi előı́rásával:

{

M̂, ĴE
}

= 0 ⇐⇒ JE = 0 . (3.6)

Az állı́tást a függelék A.2. szakaszában bizonyı́tjuk. A (3.2) egyenletben feltettük hogy aẑM
peremfeltétel-mátrix hermitikus. A 4× 4 hermitikus mátrixok legáltalánosabb alakja:

M̂ =
3

∑

i, j=0

(τi ⊗ σ j)ci j . (3.7)

A ci j valós együtthatókra a (3.6) antikommutációs reláció ró ki feltételt. Ehhez először
határozzuk meg a peremfeltétel-mártrix antikommutációs relációját a (3.3) részecskeáram-
operátork komponensével:

{

M̂, Ĵk

}

= 2
3

∑

i=0

[

τi ⊗
(

Î2cik + σkci0

)]

. (3.8)
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A számolások során felhasználtuk a Pauli-mátrixok jelegzetes tulajdonságát:

σiσ j = σ0δi j + iεi jkσk . (3.9)

Ezzel felı́rhatjuk a peremfeltétel-mártrix antikommutációs relációját a (3.4) részecskeáram-
operátor felületre merőleges komponensével:

{

M̂, ĴE
}

= 2
3

∑

i=0















[

τi ⊗ Î2

]

















3
∑

j=1

n( j)
E ci j

















+

















τi ⊗
3

∑

j=1

n( j)
E σ j

















ci0















= 0 , (3.10)

ahol n( j)
E az n̂E egységvektorj-dik komponensét jelöli. A fenti egyenlet egymástól lineárisan

független elemek lineárkombinációját nullával teszi egyenlővé. Az egyenlőség kizárólag minden
együttható egyidejű eltűnésével elégı́thető ki:

ci0 = 0 ,
3

∑

j=1

n( j)
E ci j = 0 , ∀i = 0, 1, 2, 3 . (3.11)

Megmutatható, hogy ezekkel a megkötésekkel a peremfeltétel mátrixa kissé hosszadalmas gon-
dolatmenetet követve az alábbi alakban ı́rható fel (ni valós háromdimenziós vektorokkal):

M̂ =
3

∑

i, j=0

τi ⊗ (niσ) , ni ⊥ nE ,∀i = 0, 1, 2, 3 . (3.12)

További megkötéseket kapunk azni vektorokra a (3.2) egyenlet második feltevésével:

M̂2
= Î2 ⊗ Î2 = A+ B+C + D , (3.13)

ahol:

A =
3

∑

i, j=1

[

τiτ j ⊗ (niσ)(n jσ)
]

, B =
3

∑

i=0

[τi ⊗ (niσ)(n0σ)] ,

C =
3

∑

j=0

[

τ j ⊗ (n0σ)(n jσ)
]

, D = Î2 ⊗ (n0σ)2 .

(3.14)

A (3.13) feltétel azni vektorok alábbi megválasztása esetén elégı́thető ki:

ni ⊥ n0 ∀i = 1, 2, 3 , n2
0 +

3
∑

i=1

ni = 1 . (3.15)

A paramétervektorok ilyen megválasztása mellett:A = 0, B = −C ésD = Î2⊗ Î2. Megmutatható,
hogy a (3.12) peremfeltétel-mátrix a (3.15) megkötésekkel ekvivalens az alábbi felı́rással:

M̂ = sinΛ
(

τ0 ⊗ n̂1σ
)

+ cosΛ
(

ν̂τ ⊗ n̂2σ
)

, (3.16)

ahol n̂1, n̂2 ésν̂ egységnyi nagyságú háromdimenziós valós vektorok,melyekre:

n̂1 ⊥ n̂2 , n̂1 ⊥ n̂E , n̂2 ⊥ n̂E . (3.17)



20 3.  - A ́ ́́ 

A ν̂ vektor az izospin-vektorral azonosı́tható az 1.2. szakasz értelmezésében. További meg-
szorı́tások nyerhetőek a peremfeltétel-mátrixban szereplő paraméterekre, ha figyelembe vesszük
az (1.17) TB egyenletekben azΨB → −ΨB, E → −E transzformációval leı́rható elektron-
lyuk transzformációt. Az (1.35) Hamilton-operátorhoztartozó Hilbert-téren a transzformáció
operátora

Π̂ = τz⊗ σz (3.18)

alakban ı́rható. A transzformációt leı́ró operátor ´es az (1.35) Hamilton-operátor antikommutálnak
egymással:

{

Π̂, Ĥ
}

= 0 . (3.19)

A peremfeltétel mátrixának is tükröznie kell ezt a szimmetriát, ezért megköveteljük az alábbi
kommutációs reláció teljesülését:

[

Π̂, M̂
]

= 0 . (3.20)

A kommutációs reláció érvényességének előı́rása két jól elkülönülő osztályba sorolható perem-
feltétel-mátrixok csoportját eredményezi az alábbimegkötésekkelcikk-cakkésarmchair pere-
mek esetében::

• cikk-cakkperem:ν̂||ẑ, n̂1||ẑ, n̂2||ẑ, Λ = 0.

• karosszékperem:ν̂ ⊥ ẑ, n̂1||ẑ, n̂2 ⊥ ẑ, n̂2 ⊥ n̂E.

Megjegyezzük, hogy a (3.20) kommutációs relációbólnem következik a két paraméterosztály
cikk-cakk és armchair peremtı́pusokhoz való csatolása. A függelék A.3. szakaszában bi-
zonyı́tjuk, hogy a peremtı́pusokat mégis a felı́rt kiosztásban rendelhetjük hozzá a paraméter-
osztályokhoz. Figyelembe véve az új megszorı́tásokata paramétervektorokra, a peremfeltétel
mátrixa az alábbi alakban ı́rható:

M̂ = sinΛ (τ0 ⊗ σz) + cosΛ (ν̂τ ⊗ n̂σ) , (3.21)

ahol a paraméterekcikk-cakkésarmchairperemek esetében:

• cikk-cakkperem:ν̂||ẑ, n̂||ẑ, Λ = 0.

• karosszékperem:ν̂ ⊥ ẑ, n̂ ⊥ ẑ, n̂ ⊥ n̂E, Λ ∈ R.

Karosszékperemfeltétel esetében aΛ paraméter a rendszer időtükrözési szimmetriától való
eltérését jelöli. Az időtükröző operátorT̂ = −(τy⊗σy) C [7], aholC a komplex konjugálást jelöli.
Amennyiben a rendszer időtükrözési szimmetriát mutat, az állapotoktól is elvárjuk, hogy a pe-
remen időtükrözési szimmetriát mutassanak. Ennek feltétele, hogy az [̂M, T̂] = 0 kommutációs
reláció érvényes legyen. A feltétel éppenΛ = 0 értéke mellett teljesül.
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4. fejezet

A peremek reflexíojának klasszikus léır ása

Az előző két fejezetben ismertettük az elektronok kötött állapotainak szemiklasszikus leı́rását
végtelen grafén mintában, valamint levezettük a véges mintára vonatkozó egzakt peremfeltétel
általános alakját. A soron következő számolások segı́tségével klasszikusan értelmezzük a pere-
mek reflexiójának mechanizmusát, és megadjuk a peremesmintákra kiterjesztett kváziklasszikus
kvantálási feltételt. A szemiklasszikus kvantálás eredményeit néhány egyszerű példa segı́tségével
összehasonlı́tjuk a TB számolásokkal nyert energiaspektrumokkal. A TB spektrumokat Wakaba-
yashi és munkatársainak munkájában [34] ismertetett módszerrel határoztuk meg.

4.1. A reflexió-mátrix

A perem geometria paraméterezése a 4.1. ábrán láthat´o. A soron következő számolásokarm-
chair peremfeltételre érvényesek,cikk-cakkperem esetében analóg gondolatmenettel hasonló
eredmények kaphatók (lásd a 4.7. szakaszt). A 4.1. ábrakoordináta-rendszerében válasszuk
a (3.21) egyenletben replő paramétereket az alábbi alakban:

ν̂ =





















cosϕ
sinϕ

0





















, n̂ =





















1
0
0





















. (4.1)

A peremfeltétel mátrixa ekkor:

M̂ =

(

sinΛσz cosΛe−iϕσx

cosΛeiϕσx sinΛσz

)

. (4.2)

4.1. ábra. A perem geometriai paraméterezése. A bejöv˝o sı́khullám−α szög alatt esik a
határfelületre, a visszaverődőα szög alatt verődik vissza.
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A (3.1) peremfelételt kielégı́tő hullámfüggvényeket a (4.2) peremfeltétel-mátrix+1 sajátértékű
sajátvektoraiból származtathatjuk a görbe mentén. Az állapotok izospinjét célszerű a

i± =
1
√

2

(

e−i ϕ2

±ei ϕ2

)

(4.3)

bázisban keresni.Armchair peremfeltétel mellett ezek éppen a (4.1)±ν̂ izospin-vektorokat
leı́ró bázisok lesznek. Ebben a bázisban a (4.2) peremfeltétel-mátrix+1 sajátértékhez tartozó
sajátvektorai:

Z± =
1
2































e−i ϕ2

(

1
±̺

)

ei ϕ2

(

±1
̺

)































, ̺ =
1− sinΛ

cosΛ
. (4.4)

A teljesség kedvéért felı́rjuk a−1 sajátértékhez tartozó sajátvektorokat is:

U± =
1
2































e−i ϕ2

(

1
±κ

)

ei ϕ2

(

±1
κ

)































, κ =
−1− sinΛ

cosΛ
. (4.5)

A peremfeltételt kielégı́tő állapotok a (4.4) sajátvektortól egy fázisfaktor szorzótényezőben
különböznek:

Ψ
±
= η±Z±eikx . (4.6)

A peremen felbonthatjuk ezt a hullámfüggvényt egy bees˝o és egy visszaverődő sı́khullám
összegére (4.1. ábra):
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±
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eikx . (4.7)

A hullámfüggvény (4.6) és (4.7) alakjainak egyenlős´egéből meghatározhatjuk az ˆr± reflexiós és
η± amplitúdó együtthatókat:

r̂± = − ±1− eiα̺

±1− e−iα̺
, η± = ± eiα − e−iα

±1− e−iα̺
. (4.8)

Belátható, hogy a fenti kifejezéssel adott ˆr± reflexiós együtthatók egy egységnyi nagyságú komp-
lex számmal egyenlőek, ahogy azt el is várjuk. Ezért felı́rhatóak az alábbi egyszerűbb alakban:

r̂± = Exp
[

i(α + Ω±)
]

, Ω
±
= arg

(

̺ ∓ e−iα

±1− e−iα̺

)

, (4.9)

ahol arg(z) a z komplex szám fázisszögét jelöli.Általános esetben tehát a peremen való ütközés
során a hullámfüggvény∆Φ±E = α + Ω

± extra fázistolást kap. A fázisugrások a± jelöléssel
megkülönböztetett

Ψ
±
ϕ =

1
2
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eikx (4.10)



4.  - A  ́́  ı́́ 23

4.2. ábra. A grafén cső geometriáját.

bejövő állapotokhoz tartoznak. Az ˆr± reflexiós együtthatókkal bevezethetjük a reflexiós m´atrixot:

R̂=

(

r̂+ 0
0 r̂−

)

, (4.11)

ahol az

(

1
0

)

,

(

0
1

)

bázisok rendre âν és −ν̂ izospin-vektorú állapothoz tartoznak. A perem-

feltételeket is figyelembe vevő kvantálási feltételt(mely a hullámfüggvény egyértékűsűgét ı́rja
elő) a (2.16) kvantálási feltétel kiegészı́tésével kapjuk meg:

1
~

∮

Γ j

p dr + γ j + ∆Φ
±
E = 2π

(

n j +
µ j

4

)

, (4.12)

ahol a már bevezetett mennyiségeken kı́vül∆ΦE a peremek okozta össz fázistolást jelöli. Fontos
megjegyezni, hogy ez a fázistolás nem mindig bontható fel az egyes peremek fázistolásainak
az összegére, mivel az egyes peremeken különbözhetnek a reflexiós sajátbázisok, ı́gy nem
társı́thatóak külön-külön a peremekhez jól defini´alt fázistolások, de az össz fázistolás jól definiált
(lásd a 4.3 szakaszt). A soron következő két szakaszbanegy-egy egyszerű példát mutatunk be
a (4.12) kvantálási feltétel alkalmazására.

4.2. Vezet̋o graféncs̋o kvantálásakarossźekperemfeltétel mel-
lett

A graféncső geometriáját a 4.2. ábra szemlélteti. A cső spektruma akkor lesz vezetőszerű
(azaz nem lesz energiarés a vezető és valenciasáv köz¨ott), ha a Brillouin-zóna kereszt irányú
kvantálása során valamelyikky hullámszámvektor-komponens áthalad az egyikDirac-ponton
(4.3. ábra). Figyelembe véve, hogy aky hullámszámvektor-komponensekπW közönként követik
egymást, vezető tı́pusú csőhöz akkor jutunk, ha a csőkersztmetszetében a Wingner-Zeitz cellák
száma osztható hárommal. Egy vezető cső tipikus spektrumát a 4.4. ábra szemlélteti. Az egzakt
számolások szerint a csőbenk hullámszámmal propagáló állapotok energiasajátértékei az alábbi
képlettel számolhatók:

E±n (k) = ±~vF

√

(nπ
W

)2

+ k2 . (4.13)

Az n = 0-hoz tartozó spektrumvonalak egyszeresen, mı́g a többispektrumvonal kétszeresen de-
generált. Az egzakt eredményt szemiklasszikus módszerekkel is megkapjuk, ha behelyettesı́tjük
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4.3. ábra. A Brillouin-zóna kereszt irányú kvantáltsága.
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4.4. ábra. Egy keresztirányban 1263 Wingner-Zeitz cell´at tartalmazó vezető tı́pusú cső spekt-
rumának egy része a Dirac-pontok környezetében. Az energiaértékekγ egységekben, ak
hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A spektrumvonalak kétszeresen de-
generáltak, kivéve melyek a Dirac-pontokban (E = 0, k = 0) metszik egymást. TB modell-
ben a degeneráció nem egzakt a cső véges méretéből származó szimmetria-felhasadások követ-
keztében.
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a (4.12) kvantálási feltételbe az esetünkben kiszámolható mennyiségeket. A hatásintegrált a ka-
nonikus impulzus (±~ky) integrálásával kapjuk a cső keresztmetszetében:

1
~

∮

Γ j

p dr = 2kyW . (4.14)

A γ-fázis trajektória menti járuléka 0-nak adódik, hiszen a trajektória egyenes mentén valósul
meg, ı́gy a pszeudospin nem fordul el. A Maslov-index szint´enµ = 0-nak adódik, hiszen a rend-
szerben nincs egy klasszikus fordulópont sem (a peremeketnem ebbe a kategóriába soroljuk).
Végül a peremek extra fázisjárulékát kell meghatároznunk. Mivel a rendszerünk időtükrözési
szimmetriát mutat, a peremfeltétel-mátrix (3.21) egyenletébenΛ = 0. Ebből adódóan a reflexiós
együtthatókban (lásd a (4.9) és (4.4) egyenleteket) szereplőΩ± fázisok:

Ω
+
= 0 , Ω

−
= π . (4.15)

A két határfelületen az izospin-vektorok ugyanolyan irányúak, mivel az izospin-vektor 2nπ
szöggel fordul el a határfelületek között (lásd az 1.2 szakaszt). Ebben az esetben mindkét
határfelületen ugyanaz a sajátbázisa a reflexiómátrixoknak. Ekkor a határfelületek együttes
fázistolása szétbontható az egyes peremek fázistol´asainak az összegére:

∆Φ
±
E = (α + Ω±) + (−α + Ω±) = 0 mod 2π . (4.16)

A kvatálási feltétel pedig felhasználva, hogyE = ±~vF

√

k2
y + k2:

2



















√

(

En(k)
~vF

)2

− k2



















W = 2nπ . (4.17)

Ebből épp a (4.13) egyenlettel adott spektrumhoz jutunk.A spektrum degenerációja a∆Φ±E fázis
degenerációjából adódik.Így ebben az esetben a szemiklasszikus számolás visszaadja az egzakt
energiaszinteket.

4.3. F́elvezet̋o graféncs̋o kvantálása karossźek peremfeltétel
mellett

Félvezető tı́pusú grafén-csőről az előzőeknek megfelelően akkor beszélünk, amikor a cső ker-
sztmetszetében a Wingner-Zeitz cellák száma nem osztható hárommal. Egy félvezető cső tipikus
spektrumát a 4.5. ábra szemlélteti. Az egzakt számolások alapján a csőbenk hullámszámmal
propagáló állapotok energiasajátértékeit az alábbi összefüggéssel számolhatjuk:

|E±n (k)| = ~vF

√

(

(n± 1/3)π
W

)2

+ k2 . (4.18)

Hasonlóan az előző példához, ezt az eredményt is megkaphatjuk szemiklasszkus módszerekkel.
Minden számolás a reflexiós együtthatókat leszámı́tva analóg módon elvégezhető az előző példa
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4.5. ábra. Egy keresztirányban 1262 Wingner-Zeitz cell´at tartalmazó félvezető tı́pusú cső spekt-
rumának egy része a Dirac-pontok környezetében. Az energiaértékekγ egységekben, ak
hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A félvezető jelleg a vezető és va-
lenciasáv közötti energiarésből adódik.

mintájára. Ebben az esetben azonban a határfelületeken az izospin-vektorok 2/3π, vagy−2/3π
szöget zárnak be egymással (lásd a 1.2 szakaszt). Az általánosság csorbı́tása nélkül ez utóbbi
szögállástól eltekintünk.Így azE1 határfelületen az izospin bázisok:

i±E1 =
1
√

2

(

e−i ϕ2

±ei ϕ2

)

, (4.19)

azE2 határfelületen pedig

i±E2 =
1
√

2

(

e−i( ϕ2+ 1
3π)

±ei( ϕ2+ 1
3π)

)

. (4.20)

A két határfelületen a reflexió-mátrix sajátbázisai nem egyeznek meg. A két izospin bázist a

Û =

(

cosπ3 i sin π3
i sin π3 cosπ3

)

(4.21)

unitér transzformáció operátora köti össze:

(

i+E1

i−E1

)

= Û

(

i+E2

i−E2

)

. (4.22)

A E1 határfelület sajátbázisában dolgozva a reflexió-mátrix egy periódus után (vagyis egy
ütközés aE1 és egy ütközés aE2 peremen):

R̂(2)
= ÛR̂(−α)Û+R̂(α) . (4.23)



4.  - A  ́́  ı́́ 27

4.6. ábra. Visszaverődések a peremről. A mechanikai impulzus peremre merőleges komponense
folytonosan, bár a trajektória többi karakterisztikusméretéhez képest nagyon kicsi távolságon
előjelet vált, mı́g a peremmel párhuzamos mechanikai impulzus állandó marad.

A peremek összesı́tett fázistolását azR̂(2) reflexió-mátrix sajátértékei adják (az izospin-vektorok
mindkét±2π/3 relatı́v szögállása ugyarra az eredményre vezet):

r±(2)
= Exp(i∆Φ±E) , ahol a fázistolás:∆Φ±E = ±

2
3
π . (4.24)

Felhı́vjuk a figyelmet arra, hogy az egyes peremek fázistolása nem jól határozott, mivel keverik
egymás sajátbázisát. A két perem együttes fázistolása ezzel ellentétben egy jól határozott∆Φ±E
fázistolásban nyilvánul meg. Ezzel a fázistolással felı́rhatjuk a kvantálási feltételt:

2



















√

(

En(k)±

~vF

)2

− k2



















W± 2
3
π = 2nπ . (4.25)

Az egyenletből számolható energiaértékek megegyeznek a (4.18) egzakt eredményekkel.

4.4. A reflexiós fázistolás kapcsolata az elektron kiralit́aśaval

A reflexiós sajátértékek (4.9) alakjából származtatott fázistolások értelmezéséhez először te-
kintsünk azt az esetet, amikor a rendszer időtükrözési szimetriát mutat. Ekkor a reflexiós fázis-
tolások (mivelΛ = 0):

∆Φ
+

E = α , ∆Φ
−
E = α + π . (4.26)

A soron következő gondolatmenettel megmutatjuk, hogy azα nagyságú fázistolás az elektronok
kiralitásának változásából származtatható. Ehhez tekintsük a 4.6. ábrát, mely a peremről való
visszaverődéseket szemlélteti. Mivel a mechanikai impulzus peremre merőleges komponensének
pillanatszerű előjelváltásához végtelen nagy erőhatás kellene, természetes azt feltételezni, hogy
ez az előjelváltás nem pillanatszerűen, hanem folytonosan történik. A méretskála melyen ez
az előjelváltás megtörténik, sokkal kisebb a trajektória minden más karakterisztikus méreténél.
A bevezetőben megmutattuk, hogy az elektronszerű állapotok pszeudospin-vektora mindig a
mozgás irányába mutat. Ha az elektron mechanikai impulzusa elfordul az impulzustérben, a
pszeudospin is elfordul ugyanekkora szöggel, aminek következtében a hullámfüggvény az elfor-
dulás szögének felével megegyező fázistolást kap.A pszeudospin elfordulása a peremen tehát
járulékot ad a trajektória lassan változó szakaszaiból származtatott, a (2.14) egyenlettel definiált
γ fázishoz.
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A 4.6. ábrán két esetet különböztetünk meg: a 4.6. a)ábra olyan ütközést szemléltet amikor
|α| < π2. Az impulzustérben ekkor az elfordulási szög 2α. A γ fázis járuléka az elfordulási szög
felével egyenlő, vagyis éppα. A 4.6. b) ábrán olyan ütközést látunk melynél|α| > π

2. Az im-
pulzus elfordulási szöge ekkor az előző esethez képest ellentétes irányú, nagysága 2(α − π).
Az elforduláshoz tartozóγ fázis járuléka:α − π. Mindezt egybevetve a reflexiós fázistolások
felı́rhatók:

∆Φ
+

E = γE + Θ

(

− pM
x

|pM
x |

∣

∣

∣

∣

∣

∣E

)

π , ∆Φ
−
E = ∆Φ

+

E + π , (4.27)

ahol pM
x az x irányú mechanikai impulzus,Θ(x) a Heaviside-féle lépcsőfüggvény,γE pedig az

előjelesγ fázis járulék a peremeken:

γE =

{

α ha |α| < π2
α − π ha |α| > π2

. (4.28)

A kvantálási feltétel (4.12) alakját átı́rhatjuk az alábbi alakra:

1
~

∮

Γ j

p dr + γΣj + ∆φ
±
= 2π

(

n j +
µ j

4

)

, (4.29)

ahol∆φ± a (4.27) összefüggésekben az összes,γE fázison kı́vüli extra fázisjárulékot jelenti, va-
lamint γΣj = γ j + γE az összγ fázis. A soron következő két példában demonstráljuk a γΣ fázis
járulékát a kvantálási feltételben.

4.5. Vezet̋o graféncs̋o kvantálása gyenge ḿagneses mez̋oben

A 4.2 szakaszban bemutatottarmchair peremű csőt egy sı́kjára merőleges, homogén
mágneses térbe helyezzük. A rendszerx irányú eltolásinvarianciáját őrző vektorpotenciál:

A =





















By
0
0





















. (4.30)

Gyenge mágneses térben a hullámfüggvény egyik karakterisztikus távolsága a mágneses hossz:

LB =

√

~

|eB| , (4.31)

ahol e < 0 az elektron töltése. A hullámfüggvény egy mágneseshossz nagyságrendű tar-
tományra lokalizálódik, vagyis a mágneses hossz szab´alyozza a klasszikusan elérhető tartomány
nagyságát. Minél nagyobb a mágneses hossz (azaz minélgyengébb a mágneses tér), annál job-
ban szétfolyik a hullámfüggvény, és a klasszikusan elérhető tartomány annál pontosabban ı́rható
le sı́khullámokkal. Abban az esetben amikorLB ≫ rC−C, lokálisan a rendszer viselkedése csak
kicsit fog eltérni az időtükrözésre invariáns nullamágneses mező esetétől. A (3.21) egyenlet-
ben szereplőΛ paraméterről ekkor feltesszük, hogy sokkal kisebb egynél, és elhanyagoljuk.
Feltesszük továbbá azt is, hogy az (1.20) TB hullámfüggvényben szereplőΨK(r) ésΨK′(r)
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bázishullámfüggvények is csak kicsit térnek el az (1.40) egyenlettel adott alakjuktól. (Ez az
izospin-vektor peremek közti elfordulási szöge miatt lényeges.) A későbbiekben majd tárgyaljuk
az erősebb mágneses tér esetét is.
A kvantálási feltételt a (2.16) egyenletben szereplő tagok meghatározásával kaphatjuk meg. A
felı́rt (4.30) vektorpotenciált használva felı́rhatjuk a Hamilton-függvényt:

H(p, r ) = vF

√

(px − eBy)2 + (py)2 . (4.32)

Látható, hogy a Hamilton-függvényx irányú eltolásinvariancát mutat. Belátható, hogy ebben
az esetben a (2.10) egyenletben szereplőγ fázis- és amplitúdó faktor csupánx függvénye lesz,
valamint a hatásS =

∫

pydy+ kx alakban ı́rható fel. Kvantálási feltételt csupán azx irányú
lokalizált mozgásvetületre kapunk, mivel a hullámfüggvény egyértékűségex irányban nem ró ki
semmilyen feltételt. Csoportelméleti megfontolásokkal belátható, hogy ez az állı́tás általában is
igaz: ha egy rendszer folytonos térszimmetriát mutat valamilyen általános koordinátában, akkor
erre a koordinátára nézve vagy nem ı́rható fel kvantálási feltétel, vagy felı́rható, de triviális alakot
ölt. A triviális alak azt jelenti, hogy a kvantálási feltételben nem szerepel aγ fázisjárulék, és a
hatásnak a szimmetriát mutató koordinátára eső vet¨ulete egyszerű szorzat alakjában ı́rható fel,
hiszen a szimmetriát mutató koordinátához tartozó kanonikus impulzus mozgásállandó lesz. Az
állı́tást a függelék A.1 szakaszában bizonyı́tjuk.
A hatás és aγ fázisfaktor számolásához először a klasszikus pályát kell meghatároznunk. A

4.7. ábra. A különböző tı́pusú klasszikus pályák homogén mágneses térben.

Hamilton-egyenletek egyE energiájú trajektóriára:

d
dt

py = −~ωc
y− Y

L2
B

,
d
dt

px = 0 , (4.33)

d
dt

y =
(Rcωc)2

E
py ,

d
dt

x =
(Rcωc)2

E

(

px + sgn(eB)~
y

L2
B

)

, (4.34)
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ahol:

Rc =
EL2

B

~vF
, ωc =

vF

Rc
, Y = − sgn(eB)kL2

B , LB =

√

~

|eB| , k =
px

~
. (4.35)

A fenti Hamilton-egyenletek egy körpálya sereget ı́rnakle. A körpályák középpontjánaky
koordinátájaY, x koordinátája pedig tetszőleges. A körpályák sugaraRc, a mozgás körfrek-
venciája pedigωc. A kvantálási feltételben szereplő mennyiségek konkrét meghatározásához
meg kell különböztetnünk a 4.7. ábrán feltüntetettkülönböző pályatı́pusokat, melyeket az választ
el egymástól, hogy a körpályák metszik-e valamelyik peremet, vagy nem. Ennek megfelelően a
4 pályatı́pus:

1. AzE1 peremen pattogó pályák (Edge states 1 -E1),

2. A peremek között pattogó pályák (Bouncing states -B),

3. AzE2 peremen pattogó pályák (Edge states 2 -E2),

4. Landau nı́vok. (Landau levels -LL).

A pályatı́pusokat az alsó (τ−) és felső (τ+) fordulópontjaikkal tudjuk jellemezni. Az alábbi
táblázatban összefoglaljuk az egyes pályatı́pusok p´alyafeltételeit, illetve a kvantálási feltételben
szereplő egyéb mennyiségeket, melyeket a továbbiakban részletezünk.

Pálya- Fordulópontok γΣ Extra fázis Maslov- pM
x (τi)

tı́pus fázis ∆φ± mod 2π index impulzus előjele
E1 τ− = 0, τ+ = Y+ Rc π ∆φ+ = 0,∆φ− = π 1 pM

x (0) > 0
E1 τ− = 0, τ+ = Y+ Rc 0 ∆φ+ = π, ∆φ− = 0 1 pM

x (0) < 0
B τ− = 0, τ+ =W 0 ∆φ+ = 0,∆φ− = 0 0 pM

x (0)/pM
x (W) > 0

B τ− = 0, τ+ =W π ∆φ+ = π, ∆φ− = π 0 pM
x (0)/pM

x (W) < 0
E2 τ− = Y − Rc, τ+ =W 0 ∆φ+ = 0,∆φ− = π 1 pM

x (W) > 0
E2 τ− = Y − Rc, τ+ =W π ∆φ+ = π, ∆φ− = 0 1 pM

x (W) < 0
LL τ± = Y± Rc π − 2 -

Az egy ciklusra jutó összγΣ fázist a pszeudospin elfordulási szögének a fele adja.Az elfor-
dulási szögbe egyaránt beleszámı́tjuk a peremek okozta és a trajektória menti elfordulást is.
Topológiailag megfogalmazva aγΣ fázis akkor különbözik 0-tól, ha az impulzustérben azárt
ciklus körülveszi az origót. AγΣ fázis ilyenkornπ, aholn azt a számot jelöli, ahányszor a zárt
ciklus körülvette az origót. Ha a zárt ciklus nem veszi körül az origót, aγΣ fázis zérus lesz. A
peremeken való ütközések további extra fázisjárulékát apM

x (y) = ~k − eAx(y) mechanikai im-
pulzus előjele határozza meg ((4.27) egyenlet) a peremeken. Ha például aB tı́pusú pályáknál az
x irányú impulzusok a peremeken ellentétes irányúak, akkor π az extra fázisjárulék, ha ugyan-
olyan irányúak, akkor pedig 0 vagy 2π az extra fázisjárulék. (Ez utóbbi helyettesı́thető 0-val.)
A Maslov-indexet (µ) a klasszikus fordulópontok száma adja meg. A peremeken való ütközés
nem tartozik ezek közé, ı́gy a Maslov-indexek a felületiállapotok (E1, E2) és a Landau-nı́vók
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4.8. ábra. AγΣ fázis topológikus tulajdonsága: ha az impulzustérbena zárt ciklus körülveszi az
origót, akkor aγΣ fázis különbözik nullától. Ellenkező esetben aγΣ fázis nulla.

(LL) esetében különböznek nullától. A kvantálási feltételhez szükséges még az egy ciklusra vett
hatásintegrál meghatározása. Azy tengelyre vetı́tett periodikus mozgás hatásintegrálja:

S
~
= 2

1
~

τ2
∫

τ1

|py|dy ,
py

~
=

1

L2
B

√

R2
c − (y− Y)2 . (4.36)

A kör egyenletének definı́ciójából adódik, hogy a felı́rt hatásintegrál a pályák által határolt terület
fluxusával egyenlő természetes~/ |e| egységekben. Elvégezve az integrálást a (4.36) egyenletben:

F(τ) =
1

L2
B

∫

τ

√

R2
c − (y− Y)2dy =

R2
c

2L2
B

















asin

(

τ − Y
Rc

)

+

sin
(

2 asin
(

τ−Y
Rc

))

2

















. (4.37)

Ezzel azF függvénnyel a hatás könnyen számolható. Végül ı́rjuk fel a kvantálási feltételeket az
egyes pályatı́pusokra:

• A B tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) = 2nπ . (4.38)

Ezek a pályák kétszeresen degeneráltak mivel a reflexi´o két független bázisának extra
fázisjárulékaira:

∆φ+ = ∆φ− mod 2π .

(Ne feledjük el, hogy egy ciklus két ütközést tartalmaz!)

• Az E1 ésE2 tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) ±
π

2
= 2nπ . (4.39)

Ez a két kvantálási feltétel helyettesı́thető egyel,mely az összes lehetséges esetet magába fog-
lalja:

4(F(τ+) − F(τ−)) − π = 2nπ . (4.40)

Az En energiasajátértékekhez tartozói+, i− izospin-vektorok felváltva követik egymást.

• A Landau-nı́vók (LL) kvantálási feltétele:
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4.9. ábra. Egy keresztirányban 1263 Wingner-Zeitz cell´at tartalmazó vezető tı́pusú cső spekt-
rumának egy része a Dirac-pontok környezetében. A folytonos volnalak a TB eredményeket, a
pontok pedig a szemiklasszikus kvantálás energiaértékeit ábrázolják. Az energiaértékek~ωc =√

2~vF
LB

egységekben, ak hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A szaggatott
vonalak az egyes pálytartományokat választják el egymástól. TB modellben aB pályák dege-
nerációja nem egzakt a cső véges méretőből származó szimmetria-felhasadások következtében.
A mágneses tér erősségét szabályozó paraméter értéke (rC−C/LB)2

= 4× 10−6.
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2(F(τ+) − F(τ−)) = 2nπ . (4.41)

A Landau-nı́vók kétszeresen degeneráltak. Megjegyezzük, hogy ebből a kvantálási feltételből
megkapjuk a Landauó-nı́vók energiasajátértékeinekegzakt alakját [35]. Rövid számolással
adódik:

F(τ+) − F(τ−) = π
R2

c

L2
B

= π
E2L2

B

~2v2
F

. (4.42)

Ezt behelyettesı́tve a kvantálási feltételbe

EL
n =

√

2n |eB| ~v2
F =
√

n~ωc ,

ami megegyezik a Dirac-féle Hamilton-operátorból számolt energiaértékekkel. A szemiklasszi-
kus eredményeket a 4.9. ábrán hasonlı́tjuk össze a TB eredményekkel. Az ábra az eredmények
nagyon jó egyezését mutatja azE1 ésE2 peremállapotok, valamint aB tı́pusú pályák esetében.
A Landau-nı́vók (LL) szemiklasszikus kvantálásának energiaszintjei megegyeznek az egzakt
eredményekkel, ı́gy ezeket az állapotokat nem ábrázoltuk az ábrán.

4.6. F́elvezet̋o graféncs̋o kvantálása gyenge ḿagneses mez̋oben

A mágneses térbe helyezett félvezető graféncső spektrumának számolásához ötvöznünk kell
a 4.3. és 4.5. szakaszban bemutatott számolásokat. AzE1, E2, ésLL pályatı́pusok esetében nem
adódik változás. AB tı́pusú pályák kvantálásához vezessük be az alábbi jelöléseket: legyenα1

azE1 peremen,α2 pedig azE2 felületen a reflexió szöge (4.10. ábra). A 4.3. szakaszban vázolt

x

y

ε1

ε2

W

α

α

1

2

4.10. ábra. A reflexiókα1 szöge azE1 peremen ésα2 szöge azE2 felületen.

gondolatmenet alapján, azE1 határfelület sajátbázisában dolgozva a reflexió-mátrix egy periódus
után:

R̂(2)
= ÛR̂(−α2)Û

†R̂(α1) , (4.43)

aholÛ azE1 perem ésE2 bázisait összekötő unitér transzformáció operátora ((4.21) egyenlet).
A reflexiómátrix sajátértékei megadják a fázistol´asokat:

r±(2)
= Exp(i∆Φ±E) , (4.44)

ahol a fázistolás:

∆Φ
±
E = γE + ∆φ

± , ∆φ± = ±2
3
π + Θ

(

− pM
x

|pM
x |

∣

∣

∣

∣

∣

∣E1

)

π + Θ

(

− pM
x

|pM
x |

∣

∣

∣

∣

∣

∣E2

)

π . (4.45)
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Az összefüggésbenγE a peremek járuléka aγΣ fázishoz. Megjegyezzük hogy ebben az eset-
ben sem bontható fel a peremek fázistolása az egyes peremek fázistolásainak az összegére,
mivel ezek a mennyiségek nem vesznek fel határozott ért´eket a peremek különböző izospin
bázisainak keveredése miatt. Ennek alapján az előző szakaszban bemutatott táblázatban szereplő
mennyiségek az alábbi értékeket veszik fel:

Pálya- Fordulópontok γΣ Extra fázis Maslov- pM
x (τi)

tı́pus fázis ∆φ± mod 2π index impulzus előjele
E1 τ− = 0, τ+ = Y+ Rc π ∆φ+ = 0,∆φ− = π 1 pM

x (0) > 0
E1 τ− = 0, τ+ = Y+ Rc 0 ∆φ+ = π, ∆φ− = 0 1 pM

x (0) < 0
B τ− = 0, τ+ =W 0 ∆φ± = ±2/3π 0 pM

x (0)/pM
x (W) > 0

B τ− = 0, τ+ =W π ∆φ± = π ± 2/3π 0 pM
x (0)/pM

x (W) < 0
E2 τ− = Y− Rc, τ+ =W 0 ∆φ+ = 0,∆φ− = π 1 pM

x (W) > 0
E2 τ− = Y− Rc, τ+ =W π ∆φ+ = π, ∆φ− = 0 1 pM

x (W) < 0
LL τ± = Y± Rc π − 2 -

A vezető graféncsőhöz képest csak aB tı́pusú pályák kvantálási feltétele változik:

• A B tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) ±
2
3
π = 2nπ . (4.46)

Wingner-Zeitz cellát

• Az E1 ésE2 tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

4(F(τ+) − F(τ−)) − π = 2nπ . (4.47)

Az En energiasajátértékekhez tartozói+, i− izospin-vektorok most is felváltva követik egymást.

• A Landau-nı́vók (LL) kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) = 2nπ . (4.48)

A szemiklasszikus eredményeket a 4.11. ábrán hasonlı́tjuk össze a TB számolások eredményeivel.
Az ábra az eredmények nagyon jó egyezését mutatja azE1 ésE2 peremállapotok, valamint a
B tı́pusú pályák esetében. A Landau-nı́vók (LL) szemiklasszikus kvantálásának energiaszintjei
megegyeznek az egzakt eredményekkel, ı́gy ezeket az állapotokat nem ábrázoltuk az ábrán.

4.7. Reflexío-mátrix cikk-cakkperemfeltétel eset́eben

A fejezetben bemutatott reflexió-mátrixotcikk-cakkperem esetén is analóg módon meg-
határozhatjuk. A peremfeltétel-mátrixcikk-cakkperem esetében:

M̂C = ξmn(τz ⊗ σz) , (4.49)

ahol: ξmn = νznz = sgn(m− n) ésn (m) a peremhez már nem csatlakozóA (B) atomok számát
jelöli (lásd a peremfeltételek bevezető szakaszát),valamint sgn az előjelfüggvény. Acikk-cakk
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4.11. ábra. Egy keresztirányban 1262 Wingner-Zeitz cellát tartalmazó félvezető tı́pusú cső spekt-
rumának egy része a Dirac-pontok környezetében. A folytonos volnalak a TB eredményeket, a
pontok pedig a szemiklasszikus kvantálás energiaértékeit ábrázolják. Az energiaértékek~ωc =√

2~vF
LB

egységekben, ak hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A szag-
gatott vonalak az egyes pálytartományokat választjákel egymástól. A mágneses tér erősségét
szabályozó paraméter értéke (rC−C/LB)2

= 4× 10−6.
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tı́pusú perem nem csatolja a Dirac-pontokat, ezért az izospin bázist célszerű az alábbi alakban
felvenni (δ a Kronecker-delta függvényt jelöli):

i±C =
(

δ1,±1

δ−1,±1

)

, (4.50)

vagyis:

i+C =
(

1
0

)

, i−C =
(

0
1

)

. (4.51)

Ebben a bázisban a (4.49) peremfeltétel-mátrix+1 sajátértékhez tartozó sajátvektorai:

Z±C =
1
2































δ1,±1

(

1+ ξmn

1− ξmn

)

δ−1,±1

(

1− ξmn

1+ ξmn

)































. (4.52)

A peremfeltételt kielégı́tő állapotok a (4.52) sajátvektortól egy fázisfaktor szorzótényezőben
különböznek:

Ψ
±
C = η

±
CZ±Ceikx . (4.53)

A perem közelében felbonthatjuk ezt a hullámfüggvényt egy beeső és egy visszaverődő
sı́khullám összegére:

Ψ
±
C = i±C ⊗

[

1
√

2

(

eiα

1

)

+
r̂±C√

2

(

e−iα

1

)]

eikx . (4.54)

A + (−) előjel ai+ (i−) izospin bázishoz tartozik. A hullámfüggvény (4.53) ´es (4.54) alakjainak
egyenlőségéből meghatározhatjuk az ˆr±C reflexiós ésη±C amplitúdó együtthatókat:

r̂±C = Exp
(

i∆Φ±E,C
)

, η±C = i
√

2 sinα

{

1 ξmn = ±1
−eiα ξmn = ∓1

, (4.55)

ahol:

∆Φ
±
E,C = γE + Θ

(

pM
x

|pM
x |

∣

∣

∣

∣

∣

∣E

)

π ∓ ξmnα . (4.56)

A fázistagok között az első tag az elektron kiralitás´anak változásához kapcsolható az előző sza-
kaszokban vázolt értelmezésben:

γE =

{

α ha |α| < π2
α − π ha |α| > π2

, (4.57)

a második tag az ütközés egy extra fázistolása (ezek szerepeltek azkarosszékperemfeltétel
esetében is a (4.27) egyenletben azzal a különbséggel,hogy ebben az esetben aΘ függvény argu-
mentumában nincs negatı́v előjel), a harmadik tag pedig aperemre merőleges és vele párhuzamos
irányú hullámszámvektor-komponensek csatolásáb´ol adódik [17, 36]. Ezt a tagot az aktuális pe-
remre jellemzőξmn értéke határozza meg, mı́g aγε fázis a perem tı́pusától független. Azarmchair
tı́pusú peremhez hasonlóancikk-cakkperemhez is hozzárendelhetünk egy reflexiómátrixot:

R̂C =

(

r̂+C 0
0 r̂−C

)

, (4.58)

ahol az

(

1
0

)

,

(

0
1

)

bázisok rendre âν = ±ẑ izospin-vektorú állapothoz tartoznak, melyek a független

K ésK′ Dirac-kúpokat ı́rják le.



4.  - A  ́́  ı́́ 37

4.8. Cikk-cakkperemű graféncs̋o kvantálása ḿagneses t́erben

Az előző szakaszban meghatározott fázistolásokat egy homogén mágneses térbe helyezett
cikk-cakkperemű graféncső energiszintjeinek számolásánáldemonstráljuk. Jelölje továbbra is
α1 azE1 peremen,α2 pedig azE2 felületen a beesési szöget. A 4.5. és 4.6. szakaszban vázolt
gondolatmenet alapján kitölthetjük szemiklasszikus kvantáláshoz szükséges adatokat tartalmazó
táblázatot:

Pálya- Fordulópontok γΣ Extra fázis Maslov- pM
x (τi)

tı́pus fázis ∆φ± mod 2π index impulzus előjele
E1 τ− = 0, τ+ = Y + Rc π ∆φ± = π ± α1 1 pM

x (0) > 0
E1 τ− = 0, τ+ = Y + Rc 0 ∆φ± = ±α1 1 pM

x (0) < 0
B τ− = 0, τ+ =W 0 ∆φ± = ±(α1 + α2) 0 pM

x (0)/pM
x (W) > 0

B τ− = 0, τ+ =W π ∆φ± = π ± (α1 + α2) 0 pM
x (0)/pM

x (W) < 0
E2 τ− = Y− Rc, τ+ =W 0 ∆φ± = π ± α2 1 pM

x (W) > 0
E2 τ− = Y− Rc, τ+ =W π ∆φ± = ±α2 1 pM

x (W) < 0
LL τ± = Y ± Rc π − 2 -

A Cikk-cakkperemű graféncsőben az egyes pályatı́pusok kvantál´asi feltétele:

• A B tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) ± (α1 + α2) = 2nπ . (4.59)

• Az E1 tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) ± α1 −
π

2
= 2nπ . (4.60)

• Az E2 tı́pusú pályák kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) ± α2 +
π

2
= 2nπ . (4.61)

• A Landau-nı́vók (LL) kvantálási feltétele:

2(F(τ+) − F(τ−)) = 2nπ . (4.62)

Az egyenletekben a± előjelek aK és K′ Dirac-kúpokhoz tartoznak ai±C izospineknek meg-
felelően. A szemiklasszikus eredményeket a 4.12. és 4.13. ábrán hasonlı́tjuk össze a TB
számolások eredményeivel. Az ábrákon nagyon jó egyezést találunk a két számolás között az
E1 ésE2 peremállapotok, valamint aB tı́pusú pályák esetében. A Landau-nı́vók (LL) szemik-
lasszikus kvantálásának energiaszintjei megegyeznekaz egzakt eredményekkel, ı́gy ezeket az
állapotokat nem ábrázoltuk az ábrán.
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4.12. ábra. Egy keresztirányban 2500 rácspontot tartalmazócikk-cakkperemű graféncső spekt-
rumának egy része aK Dirac-pont környezetében. A folytonos volnalak a TB eredményeket, a
pontok pedig a szemiklasszikus kvantálás energiaértékeit ábrázolják. Az energiaértékek~ωc =√

2~vF
LB

egységekben, ak hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A szag-
gatott vonalak az egyes pálytartományokat választjákel egymástól. A mágneses tér erősségét
szabályozó paraméter értéke (rC−C/LB)2

= 4× 10−6.
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4.13. ábra. Egy keresztirányban 2500 rácspontot tartalmazócikk-cakkperemű graféncső spekt-
rumának egy része aK′ Dirac-pont környezetében. A folytonos volnalak a TB eredményeket, a
pontok pedig a szemiklasszikus kvantálás energiaértékeit ábrázolják. Az energiaértékek~ωc =√

2~vF
LB

egységekben, ak hullámszámvektor pedig 1/W egységekben van feltüntetve. A szag-
gatott vonalak az egyes pálytartományokat választjákel egymástól. A mágneses tér erősségét
szabályozó paraméter értéke (rC−C/LB)2

= 4× 10−6.
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5. fejezet

Felületi állapotok erős mágneses mez̋oben

Az előző fejezetbenkarosszékperem esetén a (3.21) peremfeltétel olyan tulajdonságait
használtuk ki, melyek mágneses mező jelenléte mellettegzaktul nem érvényesek. Ezt a gyenge
mágneses mező feltétele tette lehetővé, melynek köszönhetően az eredmények jó egyezést mu-
tattak a TB eredményekkel. Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk meg, hogy a peremfeltétel nulla
mágneses esetével történő közelı́tése milyen korlátok között fogadható el. A számolásokat a
felületi állapotok (E1 ésE2 pályák) és az ún. kı́gyó-állapotok diszperziójának hasonlóságára ala-
pozzuk. A kı́gyó-állapotoknak a mágneses mező előjelváltásának helyére lokalizált állapotokat
nevezzük (5.1.ábra). Az ellentétes irányú mágnesesmezők kı́gyó mozgáshoz hasonló klasszikus
trajektóriákat eredményeznek. A kı́gyó-állapotoknak önmagukban is nagyon sok érdekes tulaj-
donságaik vannak, ezekről [37] cikkünkben és TDK dolgozatomban [38] számolunk be. Tőlünk
függetlenül egy kutatócsoport megerősı́tette eredm´enyeinket [39].

5.1. A ḱıgyó-állapotok léır ása

Az 5.1.ábrán bemutatott elrendezésnek megfelelő vektorpotenciál Landau-mértékben az
alábbi alakot ölti:

A(y) =

(

B (|y− y0|)
0

)

. (5.1)

A mágneses mező azy = y0 koordinátában előjelet vált, az elválasztott két f´elvégtelen tar-
tományban pedig homogén. Azaz

B =





















0
0

Bsgn(y)





















. (5.2)

5.1. ábra. Kı́gyó-állapotok. A két elválasztott végtelen tartományban a homogén mágneses mező
ellentétes irányú.
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A kı́gyó-állapotokat leı́ró Hamilton-operátorvalley isotropreprezentációban:

Ĥ = τ0 ⊗ Ĥσ , ahol:Ĥσ = σ(p − eA) . (5.3)

Az egyenletben a vektorpotenciál az (5.1) egyenlettel adott, τi jelöli az izospin-téren ható Pauli-
mátrixokat,σi pedig a pszeudospin-téren ható Pauli-mátrixokat (i = 0 jelöli az egységmátrixot
mindkét esetben). Ennek a rendszernek léteznek rejtett szimmetriái, melyek segı́tséget nyújtanak
hullámfüggvények és az illesztési feltétel egyszerűbb felı́rásában. Jelöljük azy = y0 egyenesre
való tükrözés operátorát̂Ty0-val. A tükrözés hatására felcserélődnek a pszeudospint és az ugyan-
csak SU(2) algebrát követő izospint leı́ró hullámfüggvény komponensei:

T̂y0 = (τx ⊗ σx)Ty0 , (5.4)

aholTy0 hatása egyf függvényen:Ty0 f (y− y0) = f (y0 − y). Egyszerű számolással ellenőrizhető
az alábbi kommutációs reláció teljesülése:

[

Ĥ, T̂y0

]

= 0 . (5.5)

A T̂y0 szimmetriaoperátor bázisában (±1 sajátértékekhez tartozó állapotok) a kı́gyó-állapotokat
leı́ró hullámfüggvényeket kereshetjük

Ψ(x, y) =































(

AK

AK′

)

⊗Ψσ(x, y) , ha:y ≥ y0 ,

T̂y0

(

AK

AK′

)

⊗Ψσ(x, y) , ha:y < y0

(5.6)

alakban, ahol
ĤσΨσ(x, y) = EΨσ(x, y) . (5.7)

A kı́gyó-állapotok spektrumát a hullámfüggvény folytonossága szabja meg azy = y0 határfelüle-
ten. Az illesztési feltételnek kétszeresen degenerált megoldásai lesznek. A degeneráció az
izospin-térbeli forgatásszimmetria következménye:a kétdimenziós izospin-teret két független
megoldás tetszőleges lineárkombinációjával fesz´ıthetjük ki. A degenerációtól mentes szekuláris
egyenlet az alábbi alakban ı́rható:

AKΨσ(x, y0) = AK′σxΨσ(x, y0) . (5.8)

5.2. A felületi és ḱıgyó-állapotok diszperziójának kapcsolata

Az alábbi számolásokkal megmutatjuk, hogy a kı́gyó-állapotok (5.8) egyenlettel megadott
szekuláris egyenlete formailag megegyezik a felületi állapotok (E1 ésE2 pályák) által kielégı́tett
peremfeltétel alakjával időtükrözés-invariáns peremfeltétel közelı́tésben (Λ = 0). Tegyük fel,
hogy egy grafén mintának azy = y0 egyenessel esik egybe azkarosszéktı́pusú pereme. A minta
azy ≥ y0 sı́krészben helyezkedik el. Ebben a sı́krészben a vektorpotenciál Landau-mértékben:

AE(y) =

(

B (y− y0)
0

)

. (5.9)
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5.2. ábra. A folytonos volnalak a felületi állapotok spektrumát, a pontok pedig a kı́gyó-állapotok
spektrumát ábrázolják mindkettőt TB modellel számolva. Az energiaértékek~ωc =

√
2~vF

LB

egységekben, ak hullámszámvektor pedig 1/(3rC−C) egységekben van feltüntetve. A mágneses
tér erősségét szabályozó paraméter értékeLB/rC−C = 54.77.

A vektorpotenciállal felı́rt Hamilton-operátor megegyezik az (5.3) Hamilton-operátor érvényessé-
géneky ≥ y0 térrészre való leszűkı́tésével. Ebből adódóan afelületi állapotok hullámfüggvénye
az alábbi alakot ölti:

Ψ(x, y) =

(

AK

AK′

)

⊗Ψσ(x, y) , y ≥ y0 . (5.10)

A hullámfüggvény kielégı́ti a (3.1) peremfeltételt.Válasszuk a peremfeltételt invariánsnak az
időtükrőzésre (Λ = 0), valamint az izospin-vektor szögét azx tengellyelϕ = 0-nak. (A szögállás
más értékének választása csupán egy unitér transzformációt jelente a Dirac-spinoron.) Ezekkel a
választásokkal a peremfeltétel mátrixa:

M̂ =

(

0 σx

σx 0

)

. (5.11)

Ezzel a peremfeltétel-mátrixal a felületi állapotok spektrumának szekuláris egyenlete:

AKΨσ(x, y0) = AK′σxΨσ(x, y0) , (5.12)

ami megegyezik a kı́gyó-állapotok (5.8) szekuláris egyenletével. Ennek alapján az alábbi fon-
tos állı́tást fogalmazhatjuk meg: a kı́gyó-állapotokspektruma, egy kétszeres degenerációtól el-
tekintve, megegyezik a felületi állapotok spektrumával időtükrözésre invariáns peremfeltétel
közelı́tésben. Ennek köszönhetően a kı́gyó-állapotokkal TB modell keretein belül előállı́thatjuk
a Λ = 0 paraméterrel közelı́tett felületi állapotok spektrumát és összehasonlı́thatjuk azt a
felületi állapotok egzakt TB spektrumával. A módszer előnye, hogy minden számolást TB
modellben végzünk el, ı́gy nem kell számolnunk a TB és kontinuum modell közti numerikus
különbségekkel, melyek lényeges zajt okoznának az eredményekben. Az 5.2. ábra a mágneses
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5.3. ábra. A folytonos volnalak a spektrumok átlagos elt´erését, a szaggatott vonalak pedig az
átlagos értékek szórását jelölik. Az energiaért´ekeket~ωc =

√
2~vF

LB
egységben számoltuk. A

különálló grafikonok különböző vastagságú csövekhez tartoznak: (1)WN = 1268; (2)WN = 788;
(3) WN = 554; (4)WN = 404; (5)WN = 320, ahol aWN számok a keresztirányú rácspontok
számát jelölik.

tér erősségét szabályozóLB/rC−C = 54.77 paraméter értéke mellett ábrázolja az egzakt és az
időtükrözésre invariáns peremfeltétellel közel´ıtett spektrumokat. Láthatjuk hogy a spektrumok
csak kis mértékben térnek el egymástól. A továbbiakban numerikus módszerekkel vizsgáljuk,
hogy mekkora eltérést okoz aΛ = 0 közelı́téssel felı́rt peremfeltételből nyert spektrum az
egzakthoz képest. Az eltérés vizsgálatához definiáljuk a felületi és a kı́gyó-állapotok spekt-
rumainak átlagos eltérését egy (kmin, kmax) intervallumban. Az átlagos eltérés azt jelenti, hogy
képezzük minden (k, n) kvantumszámokkal jelölt állapothoz tartozó két energiaérték eltérésének
az átlagát mindenkori~ωc egységekben. Az átlagos eltérés függését a mágneses mezőt jellemző
LB/rC−C paraméter függvényében az 5.3. ábra szemlélteti. Azábra tengelyeit log− log skálában
ábrázoltuk. A különböző vastagságú grafén csövekhez tartozó görbék nagy pontossággal ugyan-
olyan meredekségűek, csak egymáshoz képest eltolt egyenesekre illeszkednek. Csupán nagyon
vékony csövek esetében válnak zajossá az eredmények. A numerikus eredmények azt sugalják,
hogy a spektrumok átlagos eltérése hatványszerű függést követ:

∆E(LB)
∆E0

=

(

LB

rC−C

)−ν

. (5.13)

Az összefüggésben szereplő∆E0 mennyiség a csőW vastagságától függő∆E0 ∼ O(0.1)~ωc

érték körül mozog. Aν kitevő ezzel szemben univerzális. A numerikus eredményekből:

ν ≈ 1.13 . (5.14)

Amennyiben a mágneses paraméter néhányszor meghaladja rC−C értékét, az eltérés az egzakt és
az időtükrözésre invariáns spektrumok között hatványszerűen csökken. Ezért aΛ = 0 közelı́tés
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a peremfeltétel mátrixában csupán nagyon nagy mágneses terek esetén (B > 150 T!!) veszti el
jogosságát.
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Összefoglaĺas

A kutatás során a véges méretű grafén minták peremeffektusait vizsgáltuk a grafén kötött
állapotainak leı́rására alkalmas szemiklasszikus formalizmus [18, 19] keretein belül. A ref-
lexiós folyamatok elemzésénél nagy segı́tséget nyújt az izospin-vektor szemléletes értelmezése
(1.2. szakasz). Azkarosszéktı́pusú peremek vizsgálata során arra az eredményre jutottunk,
hogy a peremek fázistolása értelmezhető az elektronokkiralitás-változásának járulékaként,
mely a reflexió következtében a pszeudospin elfordulásával hozható kapcsolatba. Ugyanak-
kor a reflexió során az izospin állandó marad, ezért bevezethető areflexió-mátrix, melynek
sajátvektorai a különböző állású izospin-vektorokhoz rendelhetőek.Cikk-cakk tı́pusú perem
esetében analóg számolásokkal hasonló eredményeket kaphatunk, és ugyancsak bevezethető
az izospin-bázisokban felı́rt reflexió-mátrix. Több reflexiót tartalmazó állapotok esetében a
szemiklasszikus kvantálási feltételben szereplő extra fázisjárulék többnyire nem bontható fel
az egyes reflexiók fázisjárulékainak az összegére. Ennek az az oka, hogy az egyes reflexiók
eltérő izospin-bázisai miatt minden reflexió keveri azőt megelőző reflexió bázisait, ezért egy-
egy reflexiónak nincs határozott fázistolása. Ennek ellenére a reflexiók összeségét egy jól de-
finiált össz-fázistolással jellemezhetjük, mely fázistolást az egyes reflexió-mátrixok szorzatának
sajátértékeiből számolhatjuk ki.
A kutatás során arra a kérdésre is választ kerestünk,hogy az időtükrözési szimmetriát sértő,
külső mágneses térbe helyezettkarosszékperemű grafén minta leı́rására milyen feltételek mel-
lett alkalmazható az időtükrözési szimmetriát megtartó peremfeltétel. Numerikus elemzésekből
arra következtethetünk, hogy a szénatomok távolság´anál százszor nagyobb mágneses hossz mel-
lett már csak (1−2)%-os eltérés tapasztalható az egzakt és az időtükrözési szimmetriát megtartó
peremfeltétellel számolt spektrum között.
A dolgozatban bemutatott módszer a reflexiók leı́rására lényeges a tervezett geometriájú grafén-
nanoszerkezetek fizikai folyamatainak értelmezésében. Már az eltérő peremű és vastagságú
grafén csövek spektrumában is alapvető kvalitatı́v k¨ulönbségeket tapasztalunk, melyek többek
között a cső vezető vagy félvezető tulajdonságát is meghatározzák.
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Függeĺek
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A.1. Folytonos t́erszimmetria tükr öződése a szemiklasszikus
hull ámfüggvényen

Ez a szakasz a kötött állapotok szemiklasszikus kvantálását leı́ró 2. fejezethez kapcsolódik.
Az alábbi állı́tást bizonyı́tjuk csoportelméleti megfontolásokkal: ha egy rendszer folytonos
térszimmetriát mutat valamilyen általános koordinátában, akkor erre a koordinátára nézve vagy
nem ı́rható fel kvantálási feltétel, vagy felı́rható, de triviális alakot ölt. A triviális alak azt jelenti
hogy a (2.16) kvantálási feltételben nem szerepel aγ fázisjárulék, és a hatásnak a szimmetriát
mutató koordinátára eső vetülete egyszerű szorzat alakjában ı́rható fel, hiszen a szimmetriát mu-
tató koordinátához tartozó kanonikus impulzus mozgásállandó lesz. Az állı́tásnak a hatás alakjára
tett kijelentése triviális, a bizonyı́tásával nem foglalkozunk. A továbbiakban aγ(r ) fázisfaktor
koordinátáktól való függését vizsgáljuk.
Legyen egy általános folytonos szimmetriaművelet operátora:

Ŝ(α) = exp
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, (A-1)

ahol i = x, y; α a transzformáció mértéke (forgatásnál pl. a szög nagysága),ci(r ) pedig a transz-
formáció generátorának előállı́tásához szüks´eges együtthatók. Például:

forgatás: cx = −y cy = x , (A-2)

x irányú eltolás: cx = 1 cy = 0 . (A-3)

Minden ilyen egyparaméteres szimmetria-transzformációnak létezik egy fundamentális in-
variánsa, az összes többi invariáns ebből az egyből előállı́tható. A fundamentális invariás a ko-
ordináták egy kombinációját jelöli, jelöljük eztF(x, y)-nal. A transzformáció generátorának a
hatása ezen az invariánson eltűnik:
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F = cgradF = 0 . (A-4)

A kétdimenziós rendszerünkben ez az invariáns könnyen kifejezhető:

F(r ) =
∫

Γ

(ẑ× c(r )) dr , (A-5)

ahol ẑ a z irányú egységvektor,Γ pedig egy alkalmasan választott tetszőleges görbe. Ezzel
könnyen adódnak:

forgatásra: F = x2
+ y2 , (A-6)

x irányú eltolásra: F = y . (A-7)

Az F(x, y) = C megoldásai adják a kontúrvonalakat, melyek helyfügg˝o érintővektorac(r ).
Amennyiben a rendszer szimmetriát mutat valamilyen transzformációra, a rendszerhez rendelt
klasszikus Hamilton-függvénynek (H(r , p)) is invariánsnak kell maradnia erre a szimmetriat-
ranszformációra:

Ŝ(α)H(r , p) ≡ H(r , p) . (A-8)
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Ezért az előbbiek alapján elmondható, hogy a Hamilton-függvény csakF(r )-en keresztül függhet
a koordinátáktól:

H(r , p) ≡ H(F(r ), p) . (A-9)

Ezeket felhasználva bizonyı́tható, hogyγ is csakF-en keresztül függhet a koordinátáktól:

γ(r ) ≡ γ(F(r )) . (A-10)

Ennek bizonyı́tására alakı́tsuk át aγ fázisfaktor időfejlődésére felı́rt (2.14) differenciálegyenlet
jobb oldalát:

1
2

(

∂2H
∂x∂py

− ∂
2H
∂y∂px

)

=
1
2

(

∂

∂py

∂H
∂x
− ∂
∂px

∂H
∂y

)

= (A-11)

1
2

(

∂

∂py

∂H
∂F

(∇F)x −
∂

∂px

∂H
∂F

(∇F)y

)

=
1
2

(

∂

∂py

∂H
∂F

(ẑ× c)x −
∂

∂px

∂H
∂F

(ẑ× c)y

)

= (A-12)

= −1
2

gradp

(

∂H
∂F

)

c = −1
2

(

∂

∂F
ṙ
)

c . (A-13)

Az átalakı́tások során felhasználtuk, hogya × (b × c) = b(ac) − c(ab), valamint:∇F = ẑ × c
és ẑgradp

∂H
∂F = 0, mivelH-nak nincsz függése, végül pedig gradpH = ṙ . Ugyanennek a

differenciálegyenletnek a baloldala:

dγ(r )
dt
= ṙ∇γ(r ) . (A-14)

Az átalakı́tások után a (2.14) differenciálegyenlet:

−1
2

(

∂

∂F
ṙ
)

c = ṙ∇γ(r ) . (A-15)

Nyilvánvalóan ażr ésc mennyiségek vektorai a szimmetriaoperátornak, hiszen ahelyvektor-
ral megegyező módon transzformálódnak (az egyik a sebesség, a másik pedig egy invariáns
görbe érintővektora). Ezeknek egy invariáns skalár (F) szerinti deriváltja is vektor marad. Az
egyenlet bal oldalán tehát két vektor skalárszorzata ´all, mely skalárszorzat a szimmetriatransz-
formációra nézve skalárként transzformálódik, vagyis ugyanúgy mintF: nem változik, ezért
csakisF függvénye lehet:

−1
2

(

∂

∂F
ṙ
)

c =: µ(F(r )) = ṙ∇γ(r ) . (A-16)

A γ(r ) fázis helyfüggése mindig átı́rható:

γ(r ) ≡ γ(F(r ),V(r )) (A-17)

alakra. IttV(r ) azF(r ) szintvonalakat merőlegesen metsző szintvonalakat jelöli [40]. Képzeljük
el, hogyF(r ) = C egy potenciál kontúrvonalait adja. Ezen kontúrvonalakat merőlegesen metszik
a potenciál erővonalai. Definı́ció szerintV(r ) = C′ éppen ezeket az erővonalakat ı́rja le. (A
szerepek fel is cserélhetőek.) EzzelF ésV segı́tségével egy görbevonalú koordinátarendszerrel
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paramétereztük be azx − y sı́kot, vagyis az előző egyenlet állı́tása értelmes.Visszatérve ekkor
az (A-16) egyenlethez:

µ(F(r )) = ṙ∇γ(r ) = (ṙ∇F)
∂γ

∂F
+ (ṙ∇V)

∂γ

∂V
. (A-18)

A zárójelekben szereplő skalárszorzatok most is invariánsak a szimmetriatranszformációra,
kizárólagF függvényei. Felhasználva továbbá, hogy∇V = c:

µ(F(r )) = (a(F))
∂γ

∂F
+ (b(F))

∂γ

∂V
. (A-19)

Ez az egyenlet csak akkor maradhat érvényes, haγ nem függV-től, hiszen az egyenlet transz-
formálása soránF nem változna,V viszont igen, ı́gy elromlana az egyenlőség. Tehátγ a ko-
ordináták azon kombinációjától függhet csak, melykombináció invariáns a transzformációra
nézve:γ(r ) ≡ γ(F(r )). Ezzel az állı́tást bizonyı́tottuk.

A.2. A peremfeltétel-mátrix és az áramoperátor antikom-
mutációs relációja

Ebben a szakaszban a (3.6) egyenlettel megfogalmazott állı́tást bizonyı́tjuk: megmutatjuk
hogy ha a peremfeltétel mátrixa komutál az áramoperátorral, akkor a peremen a részecskeáram
peremre merőleges komponense eltűnik és viszont. Az áramoperátor a peremfeltétel mátrixának
bázisában az alábbi alakot ölti:

ĴE =

(

X Y
Y† Z

)

, M̂ =

(

1 0
0 1

)

. (A-20)

A hermitikusX operátor azM̂ mátrix 1 sajátértékű alterén hat. Ahhoz hogy a peremre merőleges
áramkomponens minden (a peremfeltételt kielégı́tő) ´allapot esetén eltűnjön, teljesülnie kell hogy
X = 0. Mivel (ĴE)2

= v2
F Î bázisfüggetlenül, az alábbi egyenlőségeknek kell teljesülniük:

YY† = v2
F Î , Z = 0 . (A-21)

Ebből adódóan
{

M̂, ĴE
}

= 0 bázisfüggetlenül. Az állı́tás másik irányának bizonyı́tásához te-
kintsük az alábbi egyenlőségsorozatot:
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〈

Ψ
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∣ĴE
∣
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∣Ψ

〉

∣

∣

∣
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〈
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∣M̂ĴEM̂
∣
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∣Ψ

〉
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∣E
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〈

Ψ
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∣

∣M̂2(−ĴE)
∣

∣

∣Ψ

〉

∣

∣

∣

∣E
= −JE . (A-22)

Az átalakı́tások során felhasználtuk a (3.1) peremfeltételt és hogyM̂2
= Î . A fenti egyenlet csak

akkor teljesül, haJE = 0, amivel az állı́tást bebizonyı́tottuk.

A.3. Felületi állapotok. A peremfeltétel meghat́arozása

A perem sérti a kétdimenziós eltolási szimmetriát az (1.1) egyenletben szereplőa1 és a2

rácsvektorok mentén, azonban a
T = na1 +ma2 (A-23)
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vektor mentén az eltolási szimmetria érvényes marad. Aperem menti impulzus ezért jó kvan-
tumszáma a rendszernek. A megfelelő Bloch-állapot az alábbi egyenletet elégı́ti ki:

Ψ (r + T) = eikΨ (r ) , (A-24)

ahol ~k = pT. A továbbiakban a legegyszerűbb esetre korlátozódunk: szabad elektrono-
kat vizsgálunk a krisztályrácson belül. Jelöljeλ a k hullámszámmal propagáló módusok pe-
remre merőleges lecsengését jellemző diszkrét kvantumszámot. Az előző egyenlet analógiájára
megköveteljük, hogy:

Ψ (r + a3) = λΨ (r ) , (A-25)

ahol a3 = a1 − a2 egy rácsvektor, melynek aT eltolásvektorra merőleges komponense√
3rC−C cosϕ > 3

2rC−C. Az egyenlőtlenségben szereplőϕ szöget az aktulálisT vektor és azka-
rosszékorientációnak megfelelőTA eltolásvektor hajlásszögeként értelmezzük:

ϕ = atan

(

1
√

3

n−m
n+m

)

, −π
6
≤ ϕ ≤ π

6
. (A-26)

Megköveteljük, hogy a módusok lecsengőek legyenek, ezért

|λ| ≤ 1 . (A-27)

Alacsony energiás limeszben (E/γ ≪ rC−C/|T|) az energiátE→ 0-nak választjuk. Az (1.17) TB
egyenletek ekkor függetlenné válnak:

ΨB(r) + ΨB(r − a1) + ΨB(r − a2) =0 ,

ΨA(r) + ΨA(r + a1) + ΨA(r + a2) =0 .
(A-28)

Felhasználva az (A-25) és (A-28) egyenleteket:

ΨA(r + pa2 + qa3) = λ
q(−1− λ)−pΨA(r) ,

ΨB(r + pa2 + qa3) = λ
q(−1− λ−1)pΨB(r) .

(A-29)

Ha az eltolásvektortT = (m+n)a2+na3 alakban ı́rjuk fel, és felhasználjuk az (A-24) egyenletet,
az alábbi egyenlőségekhez jutunk:

A atomokon:λn
= (−1− λ)m+neik ,

B atomokon:λm
= (−1− λ)m+ne−ik .

(A-30)

Ezek az egyenletek átı́rhatóak polárkoordinátás alakba:

|1+ λ|m+n
= |λ|n , (A-31)

(m+ n) arg(−1− λ) ± k− nargλ = 2πl , l = 0,±1,±2, . . . . (A-32)

A + (−) előjel azA (B) atomokra felı́rt egyenletből adódik. A továbbiakban az A atomokra felı́rt
egyenlettel foglalkozunk, mert az eredmények aB atomokra analóg módon megkaphatóakn és
m felcserélésével. Az A-1. ábrán az (A-31) egyenlet megoldásseregét ábrázoljuk. A megoldások
egy összefüggő vonalon helyezkednek el. A folytonos görbe
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A-1. ábra. Az (A-31) egyenletek első egyenletének megoldásseregen = 5, m = 11 ésk =
0 esetében. A megoldások a folytonos görbén helyezkednek el, a szaggatott körök a 0 és−1
középpontú egységköröket ábrázolják.

λ± = −
1
2
± i

√
3

2
(A-33)

pontokban metszi az egységköröketk = 0 esetben. Az (A-32) egyenlet bal oldala monoton
függvénye az A-1. ábra folytonos vonalán mért pozı́ciónak. Ha a függvény értéke 2π∆l értékkel
nő aλ± gyökökk között, akkor [∆l] − 1 gyök létezik az A-1. ábra folytonos vonalánλ± között,
melyek kielégı́tik az (A-31) és (A-32) egyenleteket egyaránt, valamint az abszolút értékük nem
nagyobb mint 1. A gyökök száma tehát:

NA =
1
2π

[(

(m+ n) arg(−1− λ+) − nargλ+
) − (

(m+ n) arg(−1− λ−) − nargλ−
)]

. (A-34)

Behelyettesı́tveλ± értékeit:

NA = n− n−m
3
+ 1 . (A-35)

A B atomok esetében a gyökök számátn ésm felcserélésével kapjuk:

NB = m− m− n
3
+ 1 . (A-36)

Minden egyesλp gyökhöz egyΨp felületi módus tartozik. A hullámfüggvényt azA atomokon
ezen módusok szuperpozı́ciója adja:

ΨA =

NA
∑

p=1

αpΨp . (A-37)

Az αp együtthatókat a hullámfüggvény eltűnésének feltételéből határozzuk meg a rácsNA

hiányzó közvetlen szomszédján. Analóg módon aB atomokon a hullámfüggvény:

ΨB =

NB
∑

p=1

α′pΨ
′
p . (A-38)
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A λp megoldások között létezik kettő (λ± = Exp(i2π/3)) melyeknek 1 az abszolút értéke, ezért
a hozzájuk tartozó hullámfüggvények nem tűnnek el a peremtől távolodva, és nem függnek az
n,m párostól. Ezek a hullámfüggények Exp(±iKr ) alakban ı́rhatóak, aholK = (4/9)πa3/r2

C−C.
Könnyen ellenőrizhető, hogy ez a hullámfüggvén kielégı́ti az (A-24) Bloch-feltételtk = 0 értéke
mellett, mivelKT = 2π(n−m)/3 mod 2π. A hullámfüggvények azA ésB atomokon ekkor az
alábbi alakan ı́rhatóak:

ΨA = Ψ1e
iKr − Ψ4e

−iKr
+

NA−2
∑

p=1

αpΨp , (A-39)

ΨB = iΨ2e
iKr − iΨ3e

−iKr
+

NB−2
∑

p=1

α′pΨ
′
p . (A-40)

A négy Ψ ≡ (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4) amplitúdó az (1.34) Dirac-spinorral azonosı́tható, atöbbi
hullámfüggvény pedig a peremtől távolodva a lecseng˝o felületi módusokat adja, melyekről
a kontinuum modell nem ad számot. Az egyenletekben a határozatlan paraméterek száma
NA+NB = n+m+2. Meghatározásukra azA atomok esetébenNA, aB atomok esetébenNB egyen-
let áll rendelkezésünkre, melyek a rácstól közveltenül eltávolı́tott atomokon a hullámfüggvény
eltűnését ı́rják elő. Azn,mparamétereket három osztályba sorolhatjuk (minden esetbenn−m= 0
mod 3):

1. n > m esetbenNA ≤ n ésNB ≥ m+ 2. EkkorΨ1 = Ψ4 = 0, mı́gΨ2 ésΨ3 határozatlanok.

2. n < m esetbenNB ≤ n ésNA ≥ m+ 2. EkkorΨ2 = Ψ3 = 0, mı́gΨ1 ésΨ4 határozatlanok.

3. n = m esetbenNA = n+ 1 ésNB = m+ 1. Ekkor|Ψ1| = |Ψ4|, és|Ψ2| = |Ψ3|.

Mindegyik esetben a peremfeltétel felı́rhatóΨ = (ν̂τ ⊗ n̂σ)Ψ alakban, ahol:

• n > m esetben̂ν||ẑ, n̂||ẑ, νznz = −1 (cikk-cakkperem).

• n < m esetben̂ν||ẑ, n̂||ẑ, νznz = 1 (cikk-cakkperem).

• n = m esetben̂ν ⊥ ẑ, n̂ ⊥ ẑ, n̂ ⊥ n̂E (karosszékperem).

Ezzel meghatároztuk, hogy a peremfeltétel-mátrix egyes osztályai milyen tı́pusú peremeket ı́rnak
le.
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