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El0sD

A szén alapl( kristalyszerkezetek sokszinG vilagaggetem kozéppontjaba helyezte ezt
az elemet nemcsak az alpkutatas, de a széleskorli akasuok terén is. A haromdimenzios
kristalyszerkezetek (grafit s gyémant) mar a régmain is ismertek voltak. A nemrégiben fel-
fedezettnulladimenzioqfullerén) ésegydimenziégszénnanocsovek) valtozatok manapsag is
targyat képezik sok kutatomunkanak kullonleges imedai és elektromos tulajdonsagaiknak
koszonhetben. Ugyanakkor egészen a kozelmultig sikerilt ketdimenzidszeénmodosulatot
megfigyelni.

Ennek ellenére az elméleti fizika mar b6 irodalommaldedkezik err6l a modosulatrol is. A
graféerl] (sikbeli, hatszoges elrendezése a szénatomokines3zU ideje kiindulasi pontnak
szamit minden a grafittal, szénnanocsovekkel ésranieel kapcsolatos szamolasokban mar a
40-es évektdl kezdve[2]. A Kisérleti eredmények dmamegészen 2004-ig varattak magukra,
mikor is mar megfeleld technolbgiai eljarasok véltaozzaferhetévé a felmerild probléemak
leklizdéséhez[3]. A toltéshordozok kiulonlegesldpuma és az anomalis kvantum Hafffektus

a grafénben [4] nagy figyelmet keltett a kutatasi teeirtet

A grafén felfedezése (j lehetbéségeket nyitott mghalapvetd jelenség vizsgalatara a rela-
tivisztikus kvatumelmélet tertletérél. Valosmirg az egyik legfontosabb ilyen példa az un.
Klein-paradoxon5], ami a relativisztikus kvantumrészecskék nagy tiliképességeét josolja
meg nagyon magas és széles potencialgatakon. flektest eddig csak Kisérletileg meg-
valosithatatlan (vagy nagy nehézségek aran megithbto) elrendezésekben vizsgaltak. llyen
volt pl. a réeszecske-antireszecske parkeltes a fekatak hataran[1]. Ugyanakkor a#fektus
lenyeges szerepet jatszik a grafénnel kapcsolatosrefekaban [6].

Ez a dolgozat a grafenben levé elektronok dinamikajdidasagait vizsgalja magneses mezével
kialakitott tartomanyokban. A dolgozatban osszeftidtatatomunka eredményeképp két tu-
domanyos publikacionk jelent meg a Phys. Rev. B szakoigbfratban [7, 17].
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1. fejezet

Bevezeés a graen fizikajaba

Ahogy az el6szbban mar utaltunk ra, a grafénnek aapemok hatszogracsban elrendezett
rendszerét nevezziuk (1.1. abra). A kristalyracs Biseellaja haromszodges szimmetriat mutat,
minden cellaban két bazisatommal €sB atomok). A kristalyracs elemi racsvektorai az alabbi
alakban irhatbak fel:

1.1. abra. Bal: a grafén kristalyszerkezete, mely kKigigktlen alracs (A és B atomokbol allo)
egyutteseként foghato fel. Jobb: a megfelel6 Brillomdna a reciprokracs-vektorokkal.

a =@ V3,  &=55GE-V3), (1.1)

ahol rc_c a szénatomok kozott| tavolsagot jeldli. A kristédgs reciprokracsa ugyanolyan
szimmetriakkal rendelkezik mint a direkt racs. A reciknacs elemi racsvektorai az alabbi
osszefuggésekkel adottak:

(LV3), b= %(1, _\3). (1.2)

3rc c
A grafén fizikajaban killondsen fontos szerepetzatsk az GnkK ésK’ pontok a Brillouin zbna
(BZ) sarkaiban. Ezeket a pontokat nevezgikac-pontoknak Az elnevezést a késdbbiek soran
megmagyarazzuk. A Dirac-pontok a reciprokracsban a

K = 2n (1i) ’ K’ = i(l_i) (1.3)
3rc_c \/§ 3rC—C \/:_3,

pontokban helyezkednek el. A direkt racsban a 3 legkdbelszomszéd pozicidjat az alabbi
vektorok adjak:

_ e c(l V3),  &5,= 0(1 V3),  83=-rcc(1,0). (1.4)
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Szorosan kotott elektron modellben[8] a legkdzelelbinsszédok figyelembe vételével a grafén
Hamilton-operéatora az alabbi alakot olti[1, 9]:

H=-t Z (a;,ib(,,i + hC) S (15)

(i, j).0

ahola,; (a;;) az eltunteto (keltd) operator, mely egyspinl elektronra hat aR; racspontA
alracsan. Analog modon értelmezhetd) aoperator, mely 8 alracson hat. A képletben tovabba
t az tn.hopping-integralfeldli, valamint hc. a hermitikus konjugaltat. A Hamilton-operatorbol
kiszamolhat6 a grafén savszerkezete:

E.(K) = +t \/3 +2 cos( \/§kyrc_c) +4 cos(gkyrc_c) cos(gerc_c) . (1.6)

Az osszefuggésben a eldjelek a felso illetve alsd spektruméagakat jelofik2. abra). A
spketrum szimmetrikus aE = 0 sikmetszetre. Ha figyelembe vennénk masodszomszéd
kolcsonhatasokat is a modellben, ez a szimmetria enaylde a soron kovetkezd allitasok
nem vesztenék érvéenyuket[9]. A spektrum a Dirac-pkiidrnyekén kipszerl geometriat mu-
tat. Sorba fejtve az (1.6) diszperzibs relacidét @ont kornyéken:

q 2
E. ~ Vealq| + O((m) ) , (1.7)
aholq = k — K, ve ~ 10° ms™ pedig a Fermi-sebesség:
_ 3tre_c
VE = on (18)

A K’ pont kornyékén sorfejtve a diszperzios relacioyamjlyen képletet kapunk a kis energiaju
gerjesztések spektrumara. A Fermi-energia, elektragalds és kapufesziltseégek alkalmazasa
nélkul, a Dirac-pontok altal kifeszitett sikba eskkzért a grafén elektronszerkezetének tulaj-
donsagait figyelembe véve, a grafén egy nulla tiltottsgélességi felvezetdnek szamit. Meg-
mutathatd hogy & pont kornyékén a linearis diszperzioju kvaziresgkéket formalisan egy
Dirac-féleHamilton operatorral lehet leirni[1, 9]:

HY = vop , (1.9)

aholo = (o« oy) a Pauli-matrixokat jeloli. AK” pont elemi gerjesztéseire analdog modon
megkaphato egilX” Hamilton-operator:

HY = oHiox . (1.10)

Az elméleti megfontolasokat mérési eredmények igtéatasztottak [4]. Ezek a mérések
tobbnyire az energiafiiggd ciklotron-tomeget vidsgg9]. Mivel a flggetlen Dirac-pontok
Hamilton-operatorait egy unitér transzformacioikigsze, végtelen kiterjedést grafén mintaban
a két fuggetlen Dirac-pont kétszeres degeneraciozakz elemi gerjesztések spektrumaban.
Véges minta esetében a peremek atszorasokat okoDiekcapontok kozott[10], ezért a fugget-
len Dirac-pontok modellje nem alkalmazhato.
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(a) A felst felulet a vezetési savot, az also feluledig a
valenciasavot abrazolja.

(b) A Dirac-kupoka Fermi-energia kdrnyekén. A vezetési
és valenciasav a két jellegzetéses K’ pontban érintik
egymast.

1.2. abra. A grafén spektuma szorosan kotott elektraetib6l szamolva els6 szomszéd
kolcsonhatasokkal.

A graféen elektronszerl és lyukszer(i gerjesztéseotlastoltéskonjugacios szimmetriatulaj-
donsagokat mutatnak, mint ahogy azt megszoktuk a kvatkiretlinamikaban [11]. A grafén
esetében ez a szimmetria a két alracsbol allé raosnsetriatulajdonsagainak kovetkezménye,
mivel a grafen elektronjait ketkomponensi vektorokitEgéevel lehet leirni. Az egyes kom-
ponensek az egyes alracsok jarulékait jelentik a mfilggvényben. A grafen kétkomponensi
vektorral torténd leirasa nagyban hasonlit a fepas(srészecskék leirasahoz (hasonl&du(2)
algebrat kovet), azonban a megkulonboztetesbéljezt mégipszeudospinnakevezik.

Tovabbi analbgiak is meglelhetdk a kvatumelektrodiiiaa €s a grafen elemi gerjesztései kozott:
egy E energiaval terjedd (propagald) elektron ugyanabbapektrumagban azonosithatd, mint
egy —E energiaju lyuk, mely az ellentétes iranyban propalyihdebbdl az kovetkezik, hogy
ugyanabbol a spektrumaghol szarmaz6 elektronnglu&sak ugyanolyan iranyba mutat a psze-
udospin vektora, mely irany egybeesik elektron eset@zeimpulzus iranyaval, lyuk esetében
pedig vele épp ellentétes iranyl. Ennek kovetkeatdievezethetd az Gn. kiralitas fogalma, mely
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formalisan megegyezik a pszeudospinnek a mozgasaranstt vetiiletével. Elektronra ez po-
zitiv érteknek adodik, lyuk esetében pedig negatkvrAz analdgia a térelméletekkel varatlan
fordulatot vesz amikor figyelembe vesszilk, hogy a grafkja valdjaban nem teljesen lapos.
A szénatomok mindig véges gorbuletl feluletrésrekelyezkednek el. Ez affektus tobbek
kozott aMermin-Wagner-téetdll 2] kovetkezményeként értelmezhetd. Koztudadgyrharmoni-
kus kozelitesben a kétdimenzios rendszerekben nakulhlat ki hoszatavi rend [13]. A felulet
gorbuleti torzulasa a helyzetet nagy mértékben lyékilja és megakadalyozza a kristalyracs
felbomlasat.

Az emlitett ralativisztikus-szer( tulajdonsagok njiit egyrétegli grafenben csupan magneses
tér hasznalataval képzelhetd el a vezetési elekitdervezett geometriaju sikrészbe torténd lo-
kalizalasa[14]. A dolgozatban a magneses mezbbeetéktronok dinamikajat vizsgaljuk eg-
zakt kvantumos (masodik fejezet) és szemiklasszikusr(adik fejezet) szamolasokkal. A dol-
gozat utolso fejezetében (negyedik fejezet) pedigragezik a felsorolt szamolasi modszerek
eredményeit.



2. fejezet

A rendszer kvantumos larasa a
Dirac-k tpok kornyezegben

A dolgozatban, mint azt ahogy a bevezet6ben is emlkettigrafénben levo elektronok di-
namikai tulajdonsagait vizsgaljuk magneses mezoiahbkitott tartomanyokban. A magneses
hatasokat egy Peierls-transzformacioval vesszilefeaybe a Hamilton-operatorban: a kanoni-
kus impulzust eltoljuk a csatolasi alland6 (toltés)a vektorpotencial szorzatanak éertékével:

A

H=Vro (f) - eA) . (21)

Az altalunk vizsgalt elrendezés geometriaja a 2.taakathato. A kozepso (fehér) tartomanyban
Zérus a magneses mez06, mig a két széls6 végtetemi@nyban (satirozott) homogén magneses
mez6t |etesitink mely merbleges az abra sikjaralofgozatban két rendszert vizsgaluk majd
(szimmetrikus és antiszimmetrikus eset a 2.1. abraniim@etrikus (antiszimmetrikus) esetben

a két szelsod tartomanyban ugyanolyan (ellentétesjgnmses tér. A rendszert minden iranyban
végtelen kiterjedéslinek tekintjiik, mivel ellenkexetben a peremek atszérasokat okoznanak a
Dirac-pontok kozo6tt[10]. Egyel6re nem ismert olyanrfara, mely magneses tér jelenléte mel-
lett egzaktul megadna a peremfeltételt.

Az eredményeket értelmezzik és osszehasonlitjuletditkenzids elektrongazban (2DEG)

2.1. abra. A rendszer geometriaja. A kozépso (fet@tpmanyban nincs magneses mez6, mig
a két sz€éls6 vegtelen tartomanyban (satirozott)dgé#n magneses mezot létesitiink. Szimmet-
rikus (antiszimmetrikus) esetben a két szélso tartyyhan ugyanolyan (ellentétes) a magneses
téer.
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letesitett ugyanilyen geometriaja rendszer tulaghmaival. A kutatas soran az antiszimmetrikus
esetben lényegesen eltérd tulajdonsagokat talakuhagyomanyos 2DEG fizikajahoz képest.
A dolgozat ezen fejezetében a rendszer egzakt kvanturitasae adjuk meg. A soron kovet-
kez6 szamolasok alapegyenlet®imac-kupokleirasara hasznalt kontinuum modell Hamilton-
operatoraval felirt Schrodinger-egyenlet((1.9)1§2

2.1. A szimmetrikus eset

A kvantumos szamolasokat elészor a szimmetrikus depasen mutatjuk be. A vizsgalt
rendszer geometriaja a 2.1. abran tekinthetd meg bharébejelolt tartomanyokban a vektorpo-
tencial az alabbi alakban irhato fel, ha landau-mértéketalasztunk:

0 0
A =|-B(x+w)|, Al' =0, A" = [-B(x-w)| . (2.2)
0 0
A megadott vektorpotencial az alabbi magnesen térakek ineg:
0
B= 0 , (2.3)
—B O(IX — w)
ahol: X
1 hax>0
00) = { 0 hax<0 - (2.4)
A rendszert leir6 Hamilton-operator az alabbi alabddit
H=veo (p—e€A) . (2.5)

A feladat ezen operator sajatérték-problémajamakegoldasa. Ennek érdekében képezzilk az
el6z6 Hamilton-operator négyzetét:

H2 =2 (p — eA)? — V2TeoB . (2.6)
A keresett energiasajatértekdk) (@az alabbi 0sszefliggést elégitik ki:
H2Y = E2Y . (2.7)

A rendszer ,,szimmetrikus” elnevezése egy kicsit fami6 lehet. Vegyik ugyanis &
tukrozdoperator hatasat: A
TY(X, s) = ¥(-x,-9), (2.8)

vagyis a térkoordinatakat tukrozi, a spinorkompaseket pedig felcseréli. (A pszeudospin
ugyanolyan algebrat kovet, mint a hagyomanyos spinyddgz érvényes Hilbert-terenhat6
operatorokra is. Rovid szamolassal adodik:

THT ' = H(-B). (2.9)
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Vagyis a rendszert tikrozve nem kapjuk vissza az eredietitem egy az eredetihez képest el-
lentétes magneses mezdjl rendszert kapunk. Ennek @zetkkzménye, hogy nem kereshetjuk
az allapotokat leird hullamfuggvényeket szimniats, vagy antiszimmetrikus alakban.

Térjunk vissza az eredeti sajatertéekprobléemahtzE egy sajatérteke a Hamilton-operatornak
(H¥ = EW), akkor E? sajatérteke lesz #12 operatornak:H2¥ = H(HY) = E2¥. Ez
utobbi operatornak legalabb kétszeresen elfajulitéaiekei vannak, mivek{E)? ugyanolyan

jo sajatértekek. Ennek megfelel6éi? bazisai nem adhatbak meg egyeértelmiien. Ez tehat
informaciovesztést jelent az eredeti Hamilton-opentéoz képest, azonban 2 operatorral
felirt fuggetlen diferencialegyenleteket konnyebben megoldhatjuk. Ervitszaterve az eredeti
Hamilton-operatorhoz, rogzitjuk a spinorkompondnsgymashoz valo viszonyat. Most nézzik
meg konkrétan az egyes tartomanyokra vonatkoz6 sZsuokdt:

2.1.1. Alll tartom any hullamfiggvenyei

Alll. terrészben érvényes Hamilton-operator a (2&yenlettel adott. Kbnnyen ellendrizhet6
az alabbi kommutator-relacio teljesulése:

[H.p]=0. (2.10)

Ez azy iranyban eltolasinvarians rendszer természetestkézménye. Ebbdl addéddan a
hullamfuggvényt olyan szorzat alakban kereshetjukjynszorzatban az egyik teényezd gz
iranyU sikhullamszer( propagalast irja le:

[ D(¥) ) 4
Y= ( (D_ll(x)) v (2.11)

A (2.5) Hamilton-operatorban ja, operator hatasa igy lecserélhétéval valo szorzasra:

A 0 Px — i(hk — eA)
H _VF(ﬁx-Fi(hk—eAy) ) . (212)

A Hamilton-operator négyzete diagonalis matrixraatez

1

S = (p§+(hk—eAy)2) [, + heo B . (2.13)
F

Hattatva ezt az operatort a hullamfiiggvény (2.11) kongmseire az alabbiftierencialgyenlethez
jutunk:

EZ
[—h26§ + (k- eAy)z + hesB- V—z] O, =0, (2.14)
F

ahol s = +1 apszeudospinvaltoz@ézaz a hullamfuggvény egyes komponenseit jeloli.yleeg
Lg = , /é a magneses hossz, valamint

(x—-w)-X

e
€09 =~ VaLo k- £A(9) = V22

ahol: X = —sgneB)kL3 .
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Az osszefliggésben sgn az eldjelfliggvényt jeldladszikus értelmezésben Xzmennyiség a
klasszikus ciklotronkdzéppomtiranyl koordinatajat adja meg a hatarfeltlettmitva. A sze-
miklasszikus ertelmelzést a kovetkezd fejezet taligyrészleteserttérve azx valtozorol az (j
dimenziotlarg'"' valtozora, figyelembe kell venni aftiérencialoperatorok valtozasat is:

d¢ ) d¢ 2

2 2
%= axeax’s = Lgaf '
Tehat a diferencialgyenlet:
2
£") s E
az—( s = 0|, hol: Bs=—=————|. 2.15
[6 [ o +as|| 0 aho “= "2 ZjeRnd (2.15)

A (2.15) egyenletnek két fuggetlen megoldasa van. Ezékik a végtelenben lecseng6t
valasztjuk ki fizikailag értelmes megoldasnak:

Dy(x) = AU(as, £" (X)) |, (2.16)
aholU(a, £) az Uun.Whittaker-fuggvény
1 a 1 a
U(a8) = cosfr(5 + 3] ut@.o)-sinfa (5 + 3] v, 2.17)
C1T(3-%) 2 _(a 118\
1= ﬁ 2%+% e 1F1(§ + Z, z, E) ; (218)
Y—ir(%_g)ge‘é (24338 (2.19)
2T r 2% Y2t e22) '

1F1(a, b, 2) a konfluens hipergeometrikus figgvényt jeloli [15]..N&Nn meghataroztuk a spinor-
komponenseket leird fuggvényeket, meg kell adnunkraganensek egymashoz valo viszonyat
is. Hattassuk a (2.12) Hamilton-operatoba= AjU(ay, £)-tesd_; = A ;U(a 1, £) komponen-
seket tartalmazo spinorra:

fy 0 Px — i(k — eA) iy _ g [ P gy
HY = ve (px+i(hk—eA/) q) ) e o, ev. (2.20)
Felhasznalhat6 az alabbi rekurziés osszefliggés:
1 1
U’(a,x)+§x U(a,x)+(a+ 5) U@+1,x)=0. (2.21)

Vagy ami ezzel ekvivalens:

U'(a, X) — %x U@ x)+U(a-1,x)=0. (2.22)
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Ekkor ugyanis a (2.20) fels6 egyenlete:
. E
?8)((1)_1 —1 (hk - eA,) (D_]_ = vq)l . (223)

Hasznaljuk ki az egyenletekben szereplé mennyiséggbahi tulajdonsagaity, = —B(x — w),
a1 — 1= a! Felhasznalva a (2.22) egyenletet:

hN2EM  hk eB(x—w) hV2A E
-ttt — [P - D= — Dy . 2.24
(|L2+|Jr | Yile AL YT v (2.24)

Ebben az egyenletben az elso zarojel (a benne szeregdyiségek definiciojabol adodoan)
0-nak adodiklgy a sajatértek-egyenlet az alabbi egyszeri alakrhato:

(_T__ _ _)cpl _0. (2.25)

Hasonl6 gondolatmenettel és felhasznalva a (2.21)rdgiet adodik:

hV2 AL E? E
-t r =~ |o,=0. 2.26
(u Le A1 22 |eB 7 VF) ! (2.26)

Ez a két egyenlet egymassal kompatibilis, és megkfésntenek a spinorkomponensek amp-
lithdbinak aranyara:

A i Lg E
i 1 B
= =B 2.27
Aq h \/ZVF ( )
A 11l tartomany spinormegoldasai tehat az alabbi alakiyaatdak fel:

m _ U(ag, £" (%)) iky

2.1.2. All tartomany hullamfiggvenyei

A ll. terrészben a vektorpotencial zérusnak vehe?@((egyenlet). Ezért a hullamfuggvéenyekre
vonatkozo6 diferencialegyenlet:
E2
(—hzai + 1%k — V—Z)CDS =0, (2.29)
F

azaz:

(62+K?)@s=0|,  ahol: K2 = v K| (2.30)

A megoldasokat ketkomponensl sikhullamokként kkpj

A*

= (AI )ei(in+ky) , (231)
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ahol + a+x iranyban halado hullamokat killonbodzteti meg eggthh Most hatarozzuk meg az
amplitudok aranyat! Hattatva az (1.9) Hamilton-agttert a hullamfiiggvényre:

E

(7K —ink) A% = —AF
VF (2.32)

: . E .,
(7K +ink) AT = —AZ; .
VF

Erre az egyenletrendszerre a trivialistol kilonbazégoldasok Ieétezésének feltétele kompatibilis
2 P , . e e ., Ry , .
aK? = £ — k2 feltétellel, igy nem iitkoziink ellentmondasba. Azpinidok aranya konnyen

G
adodik:
A* E
1 -1

= S 2.33
T2 TAE T Ve (27K —iK) (2.33)

igy a megoldas:
¢! =B, (qylu)ef(mh0 +B_ (ylu)é(-mkw . (2.34)

2.1.3. Az . tartomany hullamfliggvenyei

Ebben a térrészben hasonléan szamolhatoak a huitgwények, mint all . térrészben. Az
eredményeket, HI . térrészre vonatkozo szamolasokbam a —w ésé&'(x) = —&£'"'(x) cserével
kapjuk meg. (Ez utbbbi csere azért szilkkséges, hogylarhiilggvény lecsengd legyen— —oco
ertekekre.) Az amplitidok aranyara az alabbi megk adodiky' = (" )*.

| .
o<l St
ahol: (X+W) — X
&)=~ ‘/QL—B :

2.1.4. A hullamfiggvenyek illeszése a hahrfellleteken

A hullamflggvényeket a hatarfeluleteken a folytostguk megkovetelésével illesztjuk. (A

differencialegyenletek elsérendliek, ezért a megolddsokaltjaira nem kell kironunk feltételt.)
Plix=w) =¥"(x=w),
| ( ) II( ) (2.36)
Y'(x=-w)=¥"'(x=-w).

Ez az egyenletrendszer megszoritast jelent a (2.28¢)2s (2.35) 0sszefuggésekben szerepld
A, B., C egyutthatokra. Az egyenletrendszernek akkor vanatistiol ktilonbdz6 megoldasa, ha
a beldle képzett determinans zérlgg: tehat az illeszkedd hullamfuggvények feltétele

U (al’ glll (W)) _ein _e—in 0
,yIII U (&1, flll (W)) _7I+I eiKW —’)/U e—iKW 0 B
0 _e—in _ein U(al,f' (—W)) =0. (2-37)

0 —yllerw _yllgkw U (ay, €' (-w))
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3,\\ \ T—

o
o
|

0—6 -4 -2 0 2 4 6
Kk

2.2. abra. A szimmetrikus rendszer spektruma a Brilla@inaK pontja kornyéekén. A rendszert
jellemz6 paraméter erteke= w/Lg = 2.2. Az energiaértékekw, = \/EELLBF egységben vannak
abrazolva, a hullamszam pedigwlegységekben.

A rendszer spektrumat a Brillouin-zoapontja kornyékén ennek a determinansnak a gyokei
adjak. A gyokoket elegend6 & > 0 tartomanyban keresni, mert belathatd hogy a spekt-
rum szimmetrikusE = O-ra és = 0 is nem trivialis gyoke a fenti determinansniakmin-

den értekére. Ezeket az allitasokat az A.1 fugdsda bizonyitjuk. A szimmetrikus rendszer
spektrumat a 2.2. abra szemlélteti. A spektrum értefeét egyelére a késdbbiekre hagyjuk,
eldbb attekintjuk az antiszimmetrikus elrendezésvaatkoz6 analég szamolasokkal nyerhetd
eredményeket.

2.2. Az antiszimmetrikus rendszer

Az antiszimmetrikus rendszer annyiban kilonbozik arsmetrikus valtozattol, hogy a két
szelso térrészben a magneses mezok ellentetegim@. (2.3. abra) Az elrendezésnek megfeleld
vektorpotencial az alabbi alakot olti:

0
A = [—B(—x—w)] , A" =0, Al =
0

0
-B(x- W)] ) (2.38)
0

Ennek a rendszernek vannak rejtett szimmetriai, melygktsEgével konnyeben felirhatjuk a
hullamfliggvényeket és az illesztési feltetelt, mamogy azt a szimmetrikus rendszer esetén
tettiik. LegyenT, a tikrozéoperator, melynek hatasa egy tetszélégadiiggvenyent, f(x) = f(=x).
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45

2.3. abra. Az antiszimmetrikus elrendezés geometri@jrozepsd (fehér) tartomanyban nincs
magneses mez0d, mig a két sz&élsd végtelen tartoba@nfsatirozott) homogén magneses mezot
letesitunk.

Konnyen ellendrizhetéek ekkor az alabbi kommutatdaciok:
[A.p]=0. [A.of]=0. [nfep]=0. (2.39)

Ennek megfeleléen a hullamfliggvéenyeket kereshetjik y) = d (X)€Y alakban, ahol @(x)
spinorfuggvény pargparatlan (pt), ha ac, T, operator -1 sajatertéket vesz fel rajta. A
hullamfliggvények ezek utan konnyen felirhatok gyes tartomanyokban:

Ua.,é) ) |
\PI(PS)(X) - A( Y U(a, ) ]e'ky’ \Pzpt) - \PI(pS) ’ (2.40)
W) = B[( élw)éKx—i(f;)e—iKX]ékY, (2.41)
W) = B[( é.1¢)éKX+i(fi)e-iKX]éky, (2.42)
Wipg(¥) = oy T (pg(X) Wipy(¥) = oy Ty (X (2.43)

ahol£(x) = - V2(x+w+KL3) /Ls, »' = T2 E tang = k/K, K = V&2 -2, ése = E/(hve).
A szekularis egyenletet jelent6>d4 determinans igy automatikusan felirhato két 2 deter-
minans szorzatara. A rendszer spektrumat ezeknek &atdieterminansoknak a gyokei adjak.
Belathat6, hogy elég vizsgalni & > 0 gyokoket, ugyanis a spektrum megint csak tukorszim-
metrikus azE = O-ra. Ezt az allitast az A.2 fiiggelékben bizonyitjdk antiszimmetrikus rend-

szer spektrumat a 2.4. abra szemlélteti. A spektruatragzését egyeldre a késdbbiekre hagyjuk.
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2.4. abra. Az antiszimmetrikus rendszer spektruma adii-zonaK pontja kornyékén. A rend-
szert jellemzd paraméter értéke= w/Lg = 2.2. Az energiaértekekw, = \/ih%g egységben
vannak abrazolva, a hullamszam pedjgvkgységekben.



3. fejezet

A spektrumok szemiklasszikus lozeitese

A szemiklasszikus kozelitések lehetd6séget nyajtamrra, hogy meélyebb betekintést
nyerjunk rendszereink kvatummechanikai leirasalidpels a fejezetben a grafén elektronjainak
leirasara alkalmas szemiklasszikus formalizmust tjukde. Az ismertetett modszer az iroda-
lomban Gjnak szamit [17, 16]!

3.1. Kotott allapotok inhomogen magneses meien szemik-
lasszikus megkzeitesben

Altalaban a szemiklasszikus kozeliteseket a Schgetiegyenlet kozelitd megoldasai
kapcsan vezethetjuk be[18]. Az alabbi néhany olddlasonldé gondolatmenetet alkalmazunk a
Dirac-egyenlet kdzelité megoldasaira: hagyomanyegfogalmazasban a szamolasdihken-
dig terjednek ki. A szamolasok soran feltesszik, hogyafén mintank végtelen kiterjedésa.
Ez a feltevés jelentdsen egyszerUsiti a probléméztegm igy nem kell foglalkoznunk a peremek
okozta atszoérasokkal a Dirac-kupok kozott[10] etpdzhatunk fuggetlen Dirac-kUpok képben.
Ekkor a (2.1) egyenlettel adott Hamilton-operatort hadizatjuk az allapotok leirasara:

A 0 Ax — iy

H_VF(ﬁx+ifry 0 ) (3.1)
ahols = p—eA ésA a vektorpotencial. A¥ = EY Schrodinger-egyenlet megoldasat az alabbi
alakban keressuk:

k
w0 = (5] awnero, 32)

k>0
aholay(r) kétkomponens( vektorok (spinorok) 86) pedig a klasszikus hatas. A Schrodinger-
egyenletet kicsit atrendezve az:

e HSO(H — B)er SO0y = 0 (3.3)

alakra hozhatd. Behelyettesitve a hullamfuggvéeng)(&lakjat a Schrodinger-egyenletbe az
alabbi 0sszefliggést kapjuk:

vp(ﬁ:E i) VF(HiE ily) )(ao(r) + ?al(r) +...]=0. (3.4)

14
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Az egyenletben:

A

pe?,  ahokmP=p-eAn).  p="0 ioxy @5
A szemiklasszikus kozelitések alapelvét tekintve kiegteljik hogy a fenti egyenlétminden

rendjében teljesuljon[18]. Levalasztv&@rend( tagokat:

-E Ve (15 - i11))
Ve (IT9 + iT19) -E

ao(r) =0. (3.6)

A (3.6) egyenletben szerepld klasszikus Hamilton-ofperdiagonalizalhatdo az alabti*(p, r)
sajatértékekkel 8g*(p, r) sajatvektorokkal:

HEP,T) = +ve J(I0N)? + (9()2 (37)
. 1=+ CV(IR-IIL)  1(oH  oH
V—@( 1 ), haEiO, Tl—T a—px—a (38)
A (3.6) egyenlet diagonalizalt alakja voltaképpen neasmiint két Hamilton-Jacobi egyenlet:
L[0ST(r) )
E—W( o ,r)_o. (3.9)

Az osszefiiggésekben szerepl@-) el6jel az elektronszerii (lyukszerii) allapotokhozdzik.
Az af spinor av* sajatvektorhoz képest egy skalar szorzotényeztirbet el:

a5 = A*(r)e” Ov=, (3.10)

ahol A*(r) egy valos amplitudoy*(r) pedig egy fazis. Ezeket a paramétereket a (3.4) egyenlet
7' rend(i tagja hatarozza meg. A tovabbiakban az egyszgKedvéert eltekintiink & indexek
hasznalatatol.

— 0 _ ;170 0 s ﬁ
(Iﬁ) (V(H2+EiHS) V(HX—EIHY))al(r“( i 0 )ao(r)]=0. (3.11)

v(Z 7+ |—)
Ezt az egyenletet beszorozva balpital és felhasznalva a (3.6) egyenletet:

o0, VG =0 3.12
aOV(%+i% 0 aO(r)— : ( )

Ebbe az egyenletbe behelyettesitve a (3.10) Osszessghadott spinoralakot, és megkovetelve

az egyenlet valds és imaginarius részének egyiddja&seét, az alabbi 6sszefuiggésekre jutunk:
FPH  PH

2\ oxopy é)yapX

7( ®) = ( o (ﬂz(r)%) =0. (3.13)

A szamolasok soran felhasznaltuk, hogy

Sy - Wﬁxv(r) + agayy(r) (3.14)
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valamint a Hamilton-egyenleteket:

OH  d OH d

a—p = ar S _W = ap . (315)

A (3.13) egyenlettel tehat adottak az amplitudo- ézisfaktorok. A klasszikus Hamilton-
fuggvéenyt, mely meghatarozza a klasszikus palya8.d)(egyenlettel adtuk meg. Ez mar ele-
gendd a szemiklasszikus hullamfiiggvény felirashiszen a hatast a kanonikus impulzus in-
tegralasaval szamolhatjuk ki a klaszikus palya raen& kotott allapotok kvantalasi feltételét a
hullamfuggvény egyértékiiségének elbira&apjuk meg. EgWN dimenzios integralhato rend-
szer esetében a kavntalasi feltéetel az alabbi alakibato:

Hj

1
3 pparey _2n(n,-+z). (3.16)

Az egyenletberd’j, j = 1...N az irreducibilis zart ciklusokat jeloli al dimenzios torusz
feluletén, azaz minden ciklikus szabadsagi fokra eggnkalasi feltételt kapunk. Tovablvg
pozitiv egészek, ég;-k a Maslov-indexek, melyek azon kausztikak szamatlijel melyeket
érintett a klasszikus trajektorig mentén. A kausztika a klasszikus palyak burkologiitent de-
finialhato, vagyis minden alkalommal, amikor a klasszikalya egy fordulépontot érint, egyben
egy kausztikat is érint. (A klasszikus fordulopontokize(3.13) egyenlettel adott amplitudofaktor
divergal. Ez a divergencia okozzarg2-es fazisugrast.) Végiy, jeldli a hullamfuiggvény spinor
részének a faziskulonbségét mikdzben a trajéktgegigfut a'; cikluson. A soron kovetkezo két
alfejezetben levezetjuk az el6z6 fejezetben bemutkédtrendszer szemiklasszikus kvantalasi
feltetelét.

3.2. A szimmetrikus elrendees szemiklasszikus kvaralasi
feltétele

A szimmetrikus elrendezés geometriajat a 3.1. abraatjube. Az abra 96kal el van
forgatva a 2.1. abrahoz képest. A kvantalasi feltéede(3.16) egyenletben szerepld tagok

3.1. abra. Egy klasszikus péalya a szimmetrikus elreeslesetében.
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meghatarozasaval kaphatjuk meg. Az el6z6 fejezefbbrt (2.2) vektorpotencialt hasznalva
felirhatjuk a Hamilton-fliggvényt az egyes téerrédzerk

Ve v/(Px)? + (py + €B(x—w))? hax>w,
Hp,r) =4 VeE~/(Px)2+ (py)? ha-w>x>w, (3.17)
Ve v(Px)? + (py + €B(x+ W))? hax < -w.

Lathato, hogy a Hamilton-fliggvéryiranyl eltolasinvariancat mutat. Belathato, hogpen az
esetben a (3.10) egyenletben szerefdiéizis- €s amplittdo6 faktor csupariiggvénye lesz, vala-
mint a hatass = f pxdx+ Ky alakban irhato fel. Kvantalasi feltételt csupanxazanyu lokalizalt
mozgasvetiletre kapunk, mivel a hullamfuggvényestgkisége iranyban nem ré ki semmi-
lyen feltételt. Csoportelméleti megfontolasokkaldibhtd, hogy ez az allitas altalaban is igaz:
ha egy rendszer folytonos térszimmetriat mutat valaemliltalanos koordinataban, akkor erre
a koordinatara nézve vagy nem irhat6 fel kvantaléietel, vagy felirhato, de trivialis alakot
olt. A trivialis alak azt jelenti, hogy a kvantalasi fetelben nem szerepehafazisjarulék, es a
hatasnak a szimmetriat mutato koordinatara estlett egyszerli szorzat alakjaban irhato fel,
hiszen a szimmetriat mutaté koordinatahoz tartoz@okékus impulzus mozgasallando lesz. Az
allitast a fuggelék A.4 szakaszaban bizonyitjuk.

A hatas és g fazisfaktor szamolasahoz el6szor a klasszikuggidkell meghataroznunk. A
kozépso tartomanyban@ > x > w) egyenletes egyenesvonall mozgast kapunk, ahogy azt
varjuk. A két szelso tartomanyban gorbilt palgakvalosul meg a mozgas. A Hamilton egyen-
letek alll -as tartoméanyban (3.1. abra) elgyenergiaju trajektoriara:

d (x—=w)-X d

apx = —hw L2B N apy = O s (318)
d (Rw)? d (Rcw)z( X—W
AoV Dy, —y= py + SgNEB): : (3.19)
dt E dt E L2
ahol:
EL3 Ve 2 h Py
RC_E’ w=q X = -sgneBkl3, Lg= R k=-". (3.20)

A fenti Hamilton-egyenletek egy korpalya sereget irtakA korpalyak kdzéppontjanak ko-
ordinataja X + w), y koordinataja pedig tetszdleges. A korpalyak sud&ta mozgas korfrek-
venciaja pedigv. Az | -es tartomaynban a megoldasek-> —w cserével adoédnak. Aztengelyre
vetitett periodikus mozgas hatasintegralja az eggsrnanyokra bontva:

-W W+X+Re
S'=2 f pydX S' = 4nKw s =2 f pydX . (3.21)
—W+X-R¢ w

Az egyenletekben:

2
K:W/(th)z—k% %:%\/Rg—(uw—xy, (3.22)
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ahol a+ (-) el6jel azl-es (Il -as) tartomanyra vonatkozik. A kor egyenletének deftjabol
adodik, hogy a felirt hatasintegralok kes édll -as tartomanyban a 3.1. abran bejelolt palyak
altal hatarolt teruletek fluxusaval egyenld ternetes’i/ €] egységekben. Elvégezve az in-

tegralokat a (3.21) egyenletben:
; i (T2w) =X
§ L B[ (rrw) - ) sin(2asin(gE))

f\/Rg (¢ W) — X)Pelx = = 2 )+ 5

Behelyettesitve ebbe a primitiv figgvénybe a hatagir@lokban definilalt hatarokat, az alabbi
fluxusokat kapjuk:

o* —ZQI\/RE (x F )2dx_|eaR§

aholad~ = S' esnd* = S""'. Egy periodus 6sszhatasintegraljaaengelyre vetitve:
S S'+g!"4+gt
n n
A y fazisfaktor szamolasahoz alakitsuk at a (3.14) atptet felhasznéalva a vektorpotencial (2.2)
alakjat:

asin( (3.23)

= + asin

(+x) sm(2asm( ))] 324

= %mﬁ + 4Kw| . (3.25)

dy, dyoH  dyVpy 1(_V295xAv):V%eB(X)_ (3.26)

y(r(t))_a_x oxop, ox E 2\ E 2E

Vagyis ay fazisfaktor nem fejlédik abban a térrészben, ahol gmeges tér zérus. A mi esetiink-
ben a két szélsd tartomanybdnéslll ) homogén a magneses tér, igy ezekben a terrészekben
egyenletesen fejlddik afazisfaktor:

VFeB(X) 1l
(1T
aholT' ésT"' rendre az I-es és lll-as tartomanyban eltoltott iédblik. Egyszer(i geometriabol
adodik, hogy:

2R

T +TM === (3.28)
VF

v =sgneBr|. (3.29)
A kvantalasi feltétel felirasahoz hatra van még3dl6) egyenletben szrepd Moslov-index
meghatarozasa. A palyaknak egy periodus alatt kétuldépontjuk van: egy az I-es és egy a

lll-as tartomanyban. Ebbél adodoan: 2. gy a kvantalasi feltétel:

(3.27)

Ebbdl addodoan:

|ea ARE(Ey) + 4Kw + (sgneB) — 1)r = 2nr| . (3.30)

Geometriai jelentését tekintve a palyak altal haltaituxust kvantaljuk meg ezzel a feltétellel.
Az 0sszegben ugyanis az elso tag jelentése a fluxus, adikasmg a kozépsod tartomanyban
a sikhullamszerii propagalas faziskiulonbséghh meg, az utols6 tag pedig a kausztikak és
a hullamfiiggvény spinor jellegébdl adodo fazsulekaként értelmezhetd. A szemiklasszikus
spektrum 0sszevetését az egzakt eredményekkel al82szemlélteti. A kvantumos és szemik-
lasszikus eredmények nagyon j6 egyezést mutatnak.
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0 -2 -1 0 1 2

3.2. abra. A szimmetrikus rendszer spektruma a rendsiginjz6 paramétej = w/Lg = 2.2
erteke mellett. A folytonos vonal az egzakt spektrumtiilieaz Ures karikak pedig a szemik-
lasszikus eredményeket. A szaggatott vondl £ R.) az aramszallitd allapotokat valasztja el a
diszperzid mentes Landau-nivoktol. Az energidékéE, = h% egységben vannak abrazolva, a
hullamszam pedig /v egységekben.

3.3. Az antiszimmetrikus elrendees szemiklasszikus kvarélasi
feltetele

A 3.3. abra egy klasszikus palyat mutat az antiszimrkesrelrendezésben. Az abra’dél
el van forgatva a 2.1. abrahoz képest. Erre az elrersdezéljesen analobg modon elvégezhetbek

3.3. abra. Egy klasszikus palya az antiszimmetrikusdiegés esetében.

r s

azok a szamolasok, melyek a Bohr-Sommerfeld alakl &asitfeltetelhez vezettek az el6z6
szakaszban. Belathatd hogy az antiszimmetrikus esetbatés:

S = 2hd" . (3.32)
A vy fazisfaktor pedig:
veeB(X) | 1l
= T(—T +T") . (3.32)
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yran’zi

A képletben a negativ el6jel abbol ered, hogy a késérterrészben ellentétes eldjeli a magneses
tér. Mivel szimmetria okok miatt mindkét térfelben wmannyi idét toltenek el a részecskék, a
két téerrészben & fazisfaktor fejlédései kioltjak egymasg: = 0. A palyak ebben az esetben is
két forduloponttal rendelkeznek, igy a Moslov-indgx: 2. Ebbdl adodban a kvantalasi feltétel
az alabbi alakot olti:

20 (E,) + 4Kw — 7 = 2n7| . (3.33)

A szemiklasszikus spektrum 0sszevetését az egzakinérgeekkel a 3.4. abra szemlélteti. A
kvantumos és szemiklasszikus eredmények ismét nagyegyjezést mutatnak.

2.5

2

3.4. abra. Az antiszimmetrikus rendszer spektruma a gentgellemzd paraméter = w/Lg =

2.2 erteke mellett. A folytonos vonal az egzakt spektrunedilj, az Ures karikak pedig a sze-
miklasszikus eredményeket. A szaggatott voxaH R.) az aramszallitd allapotokat valasztja
el a diszperzib mentes Landau-nivoktol. Az energo’ﬂéakh% egységben vannak abrazolva, a
hullamszam pedig /v egységekben.

3.4. A Landau-nivok

r 7

Az el6zbek szerint tehat a klasszikus palyak altéhhat fluxust kell kvantalni. A bemutatott
két elrendezésben konnyen megvalosulhatnak tisktatmn kormozgasok is. Ezek a spektru-
mokban a diszperzido nélkili, Uhandau-nivokbarellennek meg. Az irodalom [19] szerint a

Landau-nivok energiaszintjei:
EL = v2nleBiv2.

Ez a képlet konnyen megkaphatd szemiklasszikus késskl is. Eqy korpalya altal hatarolt
fluxus ugyanis:

E2L2
hZVZ '

o="rR = (3.34)
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A Berry-fazisb6[1] adodik még egy extra tag is a fluxushoz. (A fazisfaktor Ienyegében nem
mas mint a Berry-fazis kozelitése.) A Berry-fazsyjlékat viszont kioltja a két fordulopontbol
adodo fazisugras, igy az energiaértekek a szessklkus kozelitesbol:

E. = V2n|eBAv2 = Vnhw, ,

ami pont megegyezik az egzakt eredményekkel. A 3.2. ésabrakon ellenbérizhetjiuk, hogy
a spektrumok diszperzié nélkuli részei nagyon jozbssmigban vannak a Landau-nivok ener-
giaértekeivel.

3.5. A hullamfiggveny szemiklasszikus kzeitese

Ebben a szakaszban megkonstrualjuk a szemiklasszikignifubggvényt a felirt (3.2)
hullamfiiggvény soranak® rend( tagjabol, majd a kovetkezd szakaszban osspeliguk az
eredményt az egzakt hullamfiuggvény hosszl hullkddelitésével. Elegend6 csuparillaas
tartomanyban dolgoznunk, hiszenlaes tartomanyban a hullamflggvényt szimmetriamegfon
tolasokkal megkaphatjuk,la-es tartomanyban pedig a sikhullamok egzakt megothsik. Az
X tengely kezddpontjat ezért az alabbi szamolasokhibz tartomany peremére valasztjuk. A
szemiklasszikus hullamfuggveéeny alakja:

i 1 T1) isg
¥ = Ar)e""— ( )eﬁ © (3.35)
V2\1
Az ebben szereplé mennyiségekre:

1(oH .oH
n=g(Gn -5 HoveBoe, (3.36)

d 1(PH  PH
a?’(r(t)) =5 (8Xz9py - 8y6px) , 5i(
A vektorpotencialt Landau-mértékbef,(= 0, A/(X) = —BX) valasztva:

ﬂz(r)Z—g) =0. (3.37)

H:VF,/p§+H§EE, I1, = py — eA(X) = ik + eBx=eB(x - X) . (3.38)

A 3.2 szakaszban megmutattuk, hogy ilyen feltételek rttellklasszikus palyak korivek lesznek.
Ezt felhasznalva egyszer( szamolassal adodik:

EL2
px = £[eB \JRZ - (x- X)2 , = (3.39)

a klasszikusan elérhet6 tartomanybant Aldjel azon malik, hogy milyen iranyl a mozgasx(
iranyok). A klasszikusan elérhetetlen tartomanyban:

P =1leB V(x-X)2-R2. (3.40)
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Itt csak az egyik el6jelet tartottuk meg, hogy a végtetamlecsengd maradjon a hullamfiiggvény.
A (3.36) egyenletbél adodik:

—iII
= v = ’ (3.41)
Ez a kifejezés az alabbi alakra hozhat6:
exp(+iasin(%2) ha+x irany(l a mozgas a klasszikusan elérheté tartomamyh
T = exp(iyr — iasin(%)) ha -x iranyl a mozgas a klasszikusan elérhet6 tanyiven,
—iexp(acost{%2))  aklasszikusan elerhetetlen tartomanyban.

(3.42)
Feltlinhet, hogy a klasszikusan elérhetetlen tartomanyar; fuggvény nem lecseng6. A
hullamfliggvény lecsengését az imaginarius haigfafbiztositani ebben a térrészben, ugyanis:

X i >
sx(x—X>Rc):i|eaf\/(x—X)z—dex:"egRi(xF‘%x (X;CX) -1+acosr(%)

X+

N (3.43)
Mivel az acoshX) egy logaritmusfiiggvény, a hatasban szerepld lisgag (mely exponenci-
alizalva lecsengd fuggést ad) ellenstlyozni tudje;doen fellepd exponenciallis novekedést.
Osszeségében mindkét spinorkomponens lecsengddesaz egyik kisebb karakterisztikus
tavolsagon tlnik el mint a masik.
A rendszely iranyU eltolasinvarianciajabol kovetkezik, hogyhatasS = f pxdx + fiky alakban
irhato fel, és a hullamfiiggvényben méiiggés nem jelenik megd = A(X), y = y(X). A (3.26)
differencialegyenlet megoldasaval megkapjykfazisfaktort:

. asin(%X) ha+x irany( a mozgas a klasszikusan elérhetd tartomamyh
y(X) = AR asin(%) ha -x iranyl a mozgas a klasszikusan elérhet6 tangiven,

2 —iacosh(%X) aklasszikusan elérhetetlen tartomanyban.

(3.44)
Az integralasi konstansokat tgy valasztjuk meg, hagggyes tartomanyok folytonosan illesz-
kedjenek egymashoz. Végul az amplitUdofaktdredencialegyenlete:

o (ﬂ2<r>‘2—g) = Ox (ﬂz(r)g—g) =0, (3.45)
2(0xA)Px = —AxPy) - (3.46)
Ezt a diferencialegyenletet megoldva:
\/|1pj ha+x iranyl a mozgas a klasszikusan elérhet6 tartomamy
AX) = \/ﬁ(—i) ha -x irany(l a mozgas a klasszikusan elérhett tatgyban, | (3 47)
\/ﬁ(e‘i%) a klasszikusan elérhetetlen tartomanyban.

Az integralasi konstansokat megintcsak Ggy valakatpeg, hogy a komplex szamsikra kiter-
jesztve a fuggvényeket az egyes tartomanyok folytomdseszkedjenek egymashoz. (A valos



3. FEJEZET - SZEMIKLASSZIKUS KOZELITESEK 23

tengelyen ugyanis pont az illesztési pontban divergahmaplitdofaktor, igy megkoveteljuk,
hogy a szingularitast barmilyen Uton megkerulve foiyxis legyen az atmenet a tartomanyok
kozott.) A kiszamolt mennyiségekkel felirhatunk egyiranyba () és—xiranyba ¢) halado
hullamfuggvényt:

1 (exp (500 4 L asin(%X)) ) g (3.48)
V21pd exp|i (22 - L asin(%X)) '
N [e"p (=52 + 5 — pasin(R* )éky (3.49)
V21 \exp|i (= — 2 + L asin(2X
ahol:
X(X) f DX (3.50)
X+F\’C

A hullamfuggvényt ezek linearkombinacitjaval kalpmeg:

VY =AY_ +BY._ . (3.51)

Behelyettesitve a kifejezéseket a fenti linearkorabioba és az amplitudofaktorban szerepl6
—i-t beolvasztva az exponensbe:

1 Aexp( 509 4 1 asm(xF—ec ))+BeXp (s;(x> asm( )) o e
 V2Ipd \Aexp(i S0 _ asm(xgc )+ Bexp|i (22 +x+ 1 asm(xgc ) (3.52)

Hogy folytonosan lehessen atmenni a komplex szamsilktasazikus fordulbpontot megkeruld
tetszbleges Utvonalon a klasszikusan elérhet askileusan elérhetetlen tartomanyok kozott, a
linearis egyutthatokra az alabbi feltételt kapjuk:

A:B:%. (3.53)

Ezzel a feltétellel a hullamflggvény alakja az alabyyszerlibb alakra hozhato:

C icos(SX(x)+ asin(%)) oo

NG sm(sx(x) asin(%))

~

(3.54)

3.6. Az egzakt hulamfiiggveny hossa hullami kozeltése

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk hogyan viszonyul a )(288akt hullamfuggvény
hosszuhullam( kozelitése a (3.54) egyenlettel tastdmiklasszikus hullamfiiggvényhez. Eh-
hez el6szor szamoljuk ki az egzakt hullamfiggvéngdamiihullama kozelitesét. Elevenitsik fel
az egzakt hullamfuggvény (2.28) alakjat:

_ U(an&"(¥) g4
\IJIH - A(ylll U(E'l:L]_,f”I(X))) elky ’ (3-55)
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ahol:
1 E? 1l (x-—w)-X 2 m_1LleE
ai1—+§—m, f = \/EL—B, X——Sgn@B)kL s Y —%ﬁv
(3.56)

A hosszU hullam( kozelités azt jelenti, hogy a hafaggvény osszcillacios hullamhossza sok-
kal kisebb mint a rendszer minden mas karakterisztikuszamdlyen karakterisztikus hosszak
lehetnek példaul a potencial valtozasokhoz rendeiték. A hosszlu hullama kozelités ekkor
azt jelenti, hogy a potencial sokkal nagyobb skalakaliozik, mint amilyen skalan osszcillal
a hullamfuggvény, vagyis a potencial Fourier-spektamak csupan a hosszi hullami kompo-
nensei adnak jarulékot. Az elbirt feltétel tipikusaagy energiakon lesz érvényes. A fenti kife-
jezésekbdl latszik, hogy nagy energiakon< —a. Felhasznalva [15]-ben kozolt kozelitd for-
mulakat—a nagy értékei mellett:

2 F(%—a) n ma
Ua.d)~ — o e“cos(z+?+9) , (3.57)
1 1 7 1 £
u:—EInY, G:Ede§:Z§Y+|a|asm2\/H, Y = +/4la - &2. (3.58)

0

Konnyen ellendrizhetd hogy; = a1 — 1. Felhasznalva tovabba hofgl + x) = xI'(x), adodik
az alabbi dsszefliggés:

JBoe) et e e i Ge)on oo

Beirva ezeket az eredményeket a (3.55) egyenletbe:

i \/Yi cos(% + % + ) ] o (3.60)
\/YI_l cos(§ + 52 +6.y)

Yi :Y(ai’é:)’ 0. ze(ai’é:)-
Az amplittdokban a hasznalt kozelités mellett véhaet alabbi egyszerisitées:

\PIII =A

ahol

a a_
leY_le( 1t 1)

5 (3.61)

Most 0sszehasonlitjuk a hosszlu hullaml kozdligészemiklasszikus hullamfiggvénny (3.54)
alakjaval. Az amplittdo faktorok algebrailag megféedthetdek egymasnak. Most vizsgaljuk
meg hogy viszonyulnak egymashoz a fazisfaktorok. Az ekshez vegyuk elészor is a (3.58)
egyenlettel definial mennyiség kozelitését:

a +ag
2

Oy~ 04~ 9( ) — 0(a) . (3.62)
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ahola = (a; +a_1)/2. Szamoljuk ki, hogy ez a mennyiség mennyiben tér el sddikus hatastol.

£(x) X
x(X)

0N =3 [ pdx-3 [ Y =2 [ pax- [ (J2laLE - (x- X2, (369)

et Bxf

x(X)
- 0(£(X) = pPydx— = | pxdx= pydx=—=— = —a . (3.64)
i e
Tahat az eltérés nagysaga

Sy(X) =6+ ga . (3.65)

Felhasznalva még, hogy = a—1/2 ésa ; =a+ 1/2, valaminta; = a_; — 1, és sinf/2 — X) =
cos(), megmutathatd, hogy a szemiklasszikus hullamfugg\&alakithato:

[T ) e

A kulénbség a (3.60) képlethez képest, hogy abbarszerepel, mig ebben a képletben csak
0 és egy-egy extra asin() tag. Kiindul6 feltevésunk ybligy 1 < —a ezért af., — 0 eltérés
sorbafejthet@ kordl:

e 3 Iy X=X\ 1
01— 0= aSIn(Z\/H)(iZ) = asm( R )(12) ) (3.67)
Ezzel a sorfejtéssel:
icos(S +1 asin(—x)) (i cos(ﬂ 4y 91)
[— sin(% - 4 asm(Réc ))] N [cos(’zr i %12 +601)) (3.68)

Ez az eredmény megegyezik a (3.60) dsszefuggéssal BEgmutattuk, hogy a szemiklasszi-
kus elvek alapjan felirt hullamfiggvény algebrailagyanarra az alakra vezet, mint az egzakt
hullamfiiggvény hosszhullaml kozelitése. Megathatd tovabba az is, hogy a szemiklasszi-
kus hullamfiiggvények illesztésébdl a hatarfetéken, a (3.30) és (3.33) egyenletekkel adott
kvantalasi feltételekhez jutunk.

A fejezetben bemutattuk a grafén vizsgalatara alkalsmsmniklasszikus modszert, mely al-
kalmas tetszbleges magneses és elektromos téasddmellett az elektronok dinamikajanak
vizsgalatara, és altalanosithatdo kétrétegifagr esetére is. A fejezetben kiszamoltuk két rend-
szerre a szemiklasszikus spektrumot és 0sszehasturkitz egzakt eredményekkel a 3.2. és
3.3. szakaszokban. A fejezet végén megmutattuk, hogemikasszikus hullamfiiggvény al-
gebrailag megegyezik az egzakt hullamfiggvéeny hdsslima kozelitésével.



4. fejezet

Kigyo-allapotok. A spektrumok
ertelmezeseés magyaazata

Az el6zb fejezetben lattuk, a szemiklasszikus kvarsiafeltételek eredményei nagyszeri
egyezést mutattak az egzakt eredményekkel. (3.2. éal3rdk) A spektrumok tartomanyaihoz
igy egyértelmlien hozzarendelhetb6ek a megfelelésdikus trajektoriak. Ezeket a magneses tér
hatasara kigyomozgast utanz6 palyakat (3.13.8s abrak), illetve a nekik megfelelé kvantu-
mechanikai energiasajatallapotokat nevezZigyo-allapotoknakf20, 21]. A spektrumok tulaj-
donsagaibol kovetkeztetni tudunk az egyes modudak s#allitott aramokra.

4.1. A modusokaramszllitasa

Az arami-dik komponensét az alabbi formulaval szamithatjuk k

I ~ %(ri) - <‘P‘%[r.] \1'> . (4.1)
Konkrétan grafénes rendszerekre:
i~ i) = (e - i DA #) = ey (4.2)
azaz:
I~ 2ve f ROELF ) |y~ 2ved f I(PP ) (4.3)

aholR(a+ib) = aésI(a+ iB) = iB. Felhasznalva a 2. fejezetben megadott hullamfuggsien
tulajdonsagait, konnyen adodik bz= 0 azonossag, ahogy azt el is varjuk, mivel a moédusok ke-
resztiranyban nyilvan nem szallitanak aramot. Aanaképletébdl (de akar a relativisztikus elekt-
ront leird Dirac-egyenlet analogiajabol is) arra @ &tkeztetésre jutunk, hogy az aramsurliség
eloszlasat az alabbi 6sszefliggés adja meg:

ji = \P+O'i\P . (44)

Konnyen belathatd, hogy a grafén Hamilton-operétat teljesul a kontinuitasi egyenlet is a
felirt aramsutriséggel. Rovid szamolassal meguukt, hogy a spektrumvonalak meredeksége

26
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a modusok csoportsebességét adja, ami konstans &awyead erejeig megegyezik a modus

aramaval:
oH
‘P> - <‘P‘a<hk> ‘P> ’
(4.5)

(4.6)

d hK
ly ~ <‘P Veary| ‘P> - <\P ‘% ‘P> = <‘P ‘ﬁvp (o-y(hk— eA) + o-xf)x)

0oE
ly~ ——(Y|H|¥Y)=—=].
Y c?(?'zk)< | | > A(7ik)
Vagyis a spektrumvonalak meredeksége megadja az ardyeotmodon az eredd aram felirhatd

az egyes modusok aramainak 6sszegeként, mivel az élijgpstok ortogonalisak egymasra és
ezért az energia varhato értekének képzéséenédpes tagok nem adnak jarulékot.

4.2. A spektrum értelmezse a szimmetrikus elrendezsre

Az el6z6 fejezetben ismertetett szemiklasszikus aisalehetdvé teszi a mélyebb bete-
kintést a rendszer fizikajaba. A 3.2. abran bemutatattyszerl egyezés a klasszikus és egzakt
spektrum kozott arra utal, hogy az allapotok mogé a 8hta klasszikus palyait képzelhetjuk.
Az el6z6 szakasz szamolasai alapjan egy-egy allappnat a spektrumvonal meredekségébdl
szamithatjuk ki. A spektrum szimmetrikussagabobdain a+y iranyba propagald modusok
aramai kompenzaljak egymast. A 4.1. abran egy egyrkémpenzald modusparhot tartozo
arameloszlas lathatd. Az arameloszlasok (huliaggf/ények) atfedik egymas, ezért ezek az
allapotok szérodnak egymason. Az elektromos ellésélaz atfedési integral hatarozza meg.

0.5r

Jjy(x) o

4 3 -2 -1 0. 1 2 3 4

x [w]

4.1. abra. Arameloszlasokjy(x) (mértékegység nélkul) az dimenzidtlan koordinata
fuggvéenyében. Az also6 (fels6) gorke= —4.5/w (k = 4.5/w) hullamszamu eg = 1.502 hw,
energiaju allapothoz tartozik. Jol latszik, hogy #&enodus aramjaruléka kompenzalja egymast.
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4.3. Aspektrumertelmezese az antiszimmetrikus elrende&sre

A 4.2. abra szemlélteti aE,(k) spektrumot &K pont kornyékén a Dirac-egyenletbdl és a
szorosan kotott elektron modellbdl [8fight binding- TB) szamolva. A TB szmamolasaink
modszere megegyezik a [23]-ban ismertetett modszedirgye, hogy itt a szerz6k homogén
magneses teret alkalmaztak. Az abran nincsenek teliisn a TB modellbdl adodo feluleti
allapotok (a minta végessége miatt ezek megjelennetgkét az allapotokat a késdbbiekben
targyaljuk majd. A Dirac-egyenletbdl ezeket az allagkatt nem kaptuk meg, mivel ezek a
szamolasok idealizalt, végtelen kiterjedésl kjjeevoltak érvényesek. A TB szamolasok na-

2.53% ::
% ; R
AN
w- NN
1 s \
0 = A _— S S
Bi e ‘ Cl
S R 2T

4.2. abra. Az antiszemmetrikus elrendezés spektrutdapant kornyékén. Az energiaérteékek
hwe = \/QELLBF egységekben vannak abrazolva. A rendszerre jellenazénpéter értéke =
w/Lg = 2.2. A folytonos vonal a Dirac-egyenletbdl szamolt enezgiékeket jeloli, az lUres
karikak pedig a TB modell eredményeit mutatjak cikkdkgleremfeltétel mellett. Az abran be-
jeloltuk azA,, B, €sC, kigyo-allapotokat az energka = 0.688 7w, ertekenél.

gyon jo egyezést mutatnak a Dirac-egyenletbdl szaspsktrummal. Nagy pozitik értekekre
az osszes allapot a diszperzid nélkuli Landau-kipgd csoportosul. Ezeknek a nivoknak
ugyanolyan energiaértékeik vannak, mint a homogénnasgs mezdben megvalbsul6 ciklot-
ronpalyaknak[23, 24, 26]). A hullamszam negativ értékeire a spektrumvonalakpaiszvek.

A modusok csoportsebessége lathatban egy konsttaihér tart az dsszes allapotra (Kigyo-
sebesséq). A fliggelék A.3 szakaszaban megmutatjgly, dasoportsebesség

Vg = \/EVF.

Az asszimptotikus csoportsebesség tehat univerzalisagneses tértdl fuggetlen érteket vesz
fel. Néhany diszperziv allapototy, B; és C;, megjeloltink a 4.2. abran. Ezek mind az
y vagy -y iranyban szallitanak aramot a csoportsebeségdijeléliek megfeleléen. Kozuluk
kettd (A;,B;) arama mar lényegében az asszimptotikus kigyosséggel adhatd meg. Ezek-
hez az allapotokhoz tartoz6 hullamfiggvények a readkozéptajanX koordinatat figyelve

a 4.4. abran), a nulla magneses mez6 tartomanyabarakdokalizalva.

A 4.2. abrabdl kitlinik, hogy a jobbra és balra prodagalapotok szama nem egyezik meg,
ami elsd gondolatra paradoxonnak tlinik. A rendszeralapéta ennek kovetkeztében nem
lehetne termodinamikai egyensulyban, mivel egy eredinafolyna—y iranyban mindenféle
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kills6 feszultség nélkil. Hogy feloldjuk ezt a paradot, szamitasba kell venniink a fellle-
tekra lokalizaloédott allapotokat is, melyek a TB szaasokbol adodnak. (A minta szélénak
koordinatajax = +D.) A 4.3. abra ugyanazokat a spektrumvonalakat szerti|éttient amelye-
ket a 4.2. abra is, csak most feltintettik az 6sszestigpeikonalat, amit a TB szamolasokbol
megkaptunk. Mint latjuk, kett6 extra allapot adodatielyeketD;-gyel €sD,-vel jeldltink

a 4.3. abran. Nehéz ugyan Oket szabad szemmel megkidtetni, de két jol elkulonuld
allapotrol van sz6, ahogy ezt a betétabra is mutatfgkEaz extra allapotok éppen az emlitett
feluleti allapotok, melyek a TB szamolasok soran Inéizvéges mintaméretbdl adodnak. Ez
legkdnnyebben a hullamfuggvényekbdl szamolt atmselasbol lathatd. Az aramok eloszlasa a
bejelolt allapotokra a 4.4. abran tekinthetdk meg. &wabol jol lathatbak az aramszalitassal

| \ W#
- C,
N D N

2/ 7

O |

4.3. abra. Az antiszimmetrikus elrendezés spektruma dBethel szamolv&k minden lehetséges
(1/a egységekben, aha = +V3rc_c a racsallando) éertéekére cikk-cakk peremfeltétedl-m
lett. Az abrara ugyanazok a paraméterek érvényesek andl.2. abra esetében, mely ennek a
spektrumnak egy kinagyitott részét abrazolta. Adkiliség a két abra kozott csupan az, hogy
a hullamszamparaméter mas egységekben van fet@éntdz A, B, C, andD; (i = 1,2)
allapotokat is ugyanakkora energiaérteknél jeliobeé.

és lokalizaltsaggal kapcsolatos tulajdonsagok: a@bgan bejeldl ,, B, , €sC, ;, allapotok a
Kigyo-allapotok. Az els6 kettéy iranyban, a harmadik pedigiranyban propagal. Szamitasba
véve aD, , felllleti allapotokat lathato, hogy a jobbra és balragagald médusok szama ugyanaz
minden energiaértek mellett. Ez biztositja a rendseemédinamikai egyensulyat. Hasonl6
eredmeényt kellene kapnunk, ha véges méretli mintéirafamilton-operatort hasznalunk. [25]
Valtoztatva azEr Fermi-energiat az allapotok tulajdonsagai és ezeraammeloszlasuk is
valtozik. A nulladik és els6 Landau-nivo kozott f€k Fermi-energia esetebenB és C,
allapotok aramai a zérus magneses mez6 tartomanyéikalizalodnak és lokalisan kom-
penzaljak egymast. Azonban Az allapot (mely szintén a kozépsb térrészben vanlipkiva)
arama lokalisan kompenzalatlan. Globalisan egyedfdlileti D, allapot arama kompenzalja
ezt az aramot, biztositva a termodinamikai egyensllghyeges azonban, hogy ezeknek az
allapotoknak A; és D;) az atfedési integralja lenyegében zérus, igyAazallapot arama
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4.4. ébraArameIoszIasjy(x) (mértékegység nélkil) azdimenziobtlan koordinata fggvényében
azAy, By, Cq, Dy €sD, allapotokra, melyek a 4.3. abran vannak feltiintetve.

lokalisan kompenzéalatlanAmint a Fermi-energia atlepi az elsé Landau-nivorgiaszintjét,
az A, allapoton Kivil &, allapot is lokalisan kompenzalatlanna valik, mivel gallapot feluleti
allapotta alakul at. Tovabb novelve a Fermi-endrgaaalog gondolatmenetet hasznalhatunk az
értelmezés soran.

Mindennek tukrében azt talaltuk, hogy grafénben a Femergia minden értékére talalunk
legalabb egy lokalisan kompenzalatlan arama abiapanely a rendszer nulla magneses mezé
tartomanyaban van lokalizalva. Ezeket az aramokak @samesszi feluletre korlatozodott
allapototok kompenzaljak.

Erdekes lehet dsszevetni ezeket az eredményeket a hagyomkétdimenzios elektrongazzal
(2DEG). A geometriai elrendezés természetes ugyanaw,argrafénes rendszerre. A 2DEG-re

1.5

En(k)

0.0t

~02 00 02 04 06 08 1C
k

4.5. abra. A 2DEG spektruma a TB modellbdl szamolva ugiyean geometria esetében, mint
ahogy a 2.3. abran lathato. Az energiaértek€k egységben vannak abrazolva, akpl =
eB/m (m az elektronok ffektiv tomege). Ak hullamszamot 1a egységben mérjuk, ahal a
racsallando.
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szamolt spketrum a 4.5. abran lathatd. A szamolasonkgyzetracst TB modellel végeztik el.
A Landau-nivok azE,(k) = nQ.(n + 1/2) energiaértekeknél talalhatdbak meg, afla cik-
lotronkorfrekvencia. A spektrumot analog médon magyhatjuk a kigyo-allapotokkal, mint a
grafénes esetben. Az egyedili szembetlné kulanbgeéhogy an = 1 Landau-nivo alatt mar
nem talalunk kompenzalatlan allapotot. Ez egy alap\tlonbség a graféennel és 2DEG-vel
megvalobsitott rendszer kozott.

4.4. Osszefoglahs

A kutatas soran inhomogén magneses mezoben mozgtvagiek dinamikajat vizsgaltuk.
A magneses mez06 egyszerl lepcséfiuggvenyes proféjéett hasonlo tulajdonsagokat talaltunk
grafenben mint 2DEG-ben. A hasonl6sag az Gn. Kigy@potokban nyilvanult meg. Kiszamoltuk
a spektrumot végtelen minta esetében a Dirac-féle Hamiperator segitségével. Az eredmények
egyezést mutattak a TB szamolasok eredményeivel, mély veéges meéretli mintat vesz fi-
gyelembe.Ugy talaltuk, hogy a magneses mezd antiszimmetrikusnelezéseében a minta
feluleti allapotai biztositjak a termodinamikai egugéilyt. Grafenben a Fermi-energia barmilyen
ertekénél talalunk lokalisan kompenzalatlarmpttokat, mig a 2DEG-re elvégzett szamolasok
azt mutatjak, hogy csak az els6é Landau-nivo felettdikt ez az &ektus. Ez a kulonbség
egy Ujabb bizonyitéka a Dirac-féle nulla tomeg( #élekgerjesztéseknek grafenben. A grafén
minta belsejébe lokalizalt, aramot szallitdo kdg&llapotok elegendben kis energiakan=£ 0
Landau-szint kornyékén egészenraz 1 vagyn = -1 Landau-szintekig) elvarasaink sze-
rint érzéketlenek a mintaban levé szennyezddéaseladd szorasra, hasonlban mint a fellleti
allapotok a kvantumos Hallfkektus esetében. Az egzakt szamolasok mellett elte@kammaz-
tunk az irodalomban szemiklasszikus modszereket amgsieszerkezetének leirasara magneses
mezbben. Modszerink alkalmas tetszbleges magessdsktromos tér eldirasa mellett az elekt-
ronok dinamikajanak vizsgalatara, és altalatiwgd kétretegl grafén esetére is. Eredményeinket
aPhysical Review Bolyoirat hasabjain kozoltuk[17]. A Kigyo-allapok kulonleges természetére
vonatkoz6 eredmeényeinket[7], télunk fuggetleniggerésitették masok altal végzett kutatasok
is[22]. A kutatas eredményei azt sugaljak, hogy a kigflapotok tulajdonsagai elméleti és
méreési kutatasban egyarant jelentések lehetnek.
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A.1l. Aszimmetrikus rendszer spektrumara vonatkozo allitasok

Allitas: Ha E jo sajatértéeke a (2.5) Hamilton-operatornak, akkris jo sajatérték.
BizonyitasHattassuk a (2.12) alakban megadott Hamilton-operatoutlamfiggvényre:

U A Dy jky _ 0 Px —i1(AK— AN [ P1) jy _ = P1) jky
HY = vo (p eA)(cD_l)e' _V(px+i(hk—eA/) o, €Y=E o, gv.
(A-1)
Az egyenletet konjugalva és megszorozadagyel:
0 Px —i(Ak —eA) [P} iy _ D7\ iky i
V(px+i(hk—eﬂy) o )¢ = Elor)¥ (A-2)

Ebbd6l az egyenletbdl az allitas kovetkezik, hiszémajugalassal és a szorzassal nem rontottuk
el a hullamfuggvények illeszkedését a hatarfakne Ezek a negativ és pozitiv energias meg-
oldasok.

Allitas: Az E = 0 jo sajatertéke a (2.5) Hamilton-operatortiakinden értékére.
Bizonyitasfelhasznalva a szamolasok soran bevezetett jelkdésa hullamfliggvények a kovet-
kez6 képpen irhatoaky! = 0, 1/y!' = 0, haE = 0)

VTN U(al,g'”(X))) k| (A-3)
gl — ( 0+) gKxvky) | %—) gl(-Kxrky) ahol:K =ik, (A-4)
\PI =C U(albfl(x))) eiky . (A'S)

Az illesztéshdl azonnal latszik, hody = 0. A tdbbi egyutthatd az alabbi figgetlen egyenleteke
elégitik ki:
A-U(ag, £(w) = B_- v, (A-6)
C-U(ay, &"(-w)) = B_- e, (A-7)

Ennek az egyenletrendszernek lathatban van nemtsviakégoldasa, vagyig = 0 mellett
valoban talalunk illeszkedd hullamfiiggvényekehinden értékére.

A.2. Az antiszimmetrikus rendszer spektrumara vonatkozo
allitasok
Allitas: HaE jo sajatertéke a (2.5) Hamilton-operatornak, akkéris jo sajatertek.
BizonyitasMegyuk aT tukrozdoperatos hatasat.

TY(x, 5) = ¥(-x,-9), (A-8)
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vagyis a térkoordinatakat tukrozi, a spinorkomposeet pedig felcseréli. Ugyanez érvényes a
matrixoperatorokra idgy konnyen adodik:

A A

THT=-H. (A-9)

Ebbdl az osszefliggésbdl mar konnyen lathatd yhediukrozéoperator hatasa &z energias
allapoton az, hogy leképezi azt&, energias altérbe.

A.3. A Snakedllapotok asszimptotikus meredekgge az anti-
szimmetrikus elrendeZsben
A 2. fejezetben emlitettiik, hogy az antiszimmetrikugmettezésre a szekularis egyenlet két

2 x 2 determinans szorzataként irhato fel. Kifejtve a dateansokat az alabbi egyenletre jutunk
(K tisztan valosértekeire):

(61U (as, £W)) — 675U (a1, £w)))(62U (8. £W)) — 6- U (a1, £W))) = 0, (A-10)
ahol: _
s=R(WEY) 6t =iy (sin@Kw) = R (Y!)) .
A mennyiségek definicioit felhasznalva:
51 = % cos K — %sin K 5= —% (sin X + %) : (A-11)

ahol:K = Kw, k = kw, E = E/(fiw,), hwe = V222, 7 = £. Az (A-10) egyenletben elég csak az
egyik zarojellel foglalkozni (valamint felhasznalvadya ; — 1 = a;):

(é cos K — NL sin ZZ) U; - E (sin(ZZ) + g) U,=0. (A-12)
En En V2 En

Asszimptotikusan a Whittaker-fuggvények aranya:

Uy _ F(%—al) 1 N B E
iy e

Ezt felhasznalva az el6z6 egyenlet az alabbira mddosu

K — k=) (... K

(T cos X — —sin Z() - (sm(Z() + 7) =0. (A-13)
En En En

Ezt az egyenletet atalakitva:

K(cos K #K) =sinX (En+k) . (A-14)
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Derivaljuk ezt az egyenlet&tszerint és felhasznalva hogy:

2cdeE
EK _ n Ed—~k-E — k
dk K
az alabbi egyenlet adodik: -
_ k¥ 4sinxK
—E = — f(@ — . (A-15)
R o
dk En?—2? —sinX
Hak — —oo, akkorE — oo. Képezve ezt a hatarérteket:
dg_ K (A-16)
dk n’E

Ebbél a diferencialegyenletbdl mar konnyen adodik, hogy a Srakepotok asszimptotikus
meredeksége:

Felhasznalva a csoprtsebesség definiciojat:

vo1d
97 ndk

a csoportsebességre az alabbi 6sszefiiggés adodik:

E, (A-17)

vg= 2% - o . (A-18)
0

A.4. Folytonos €rszimmetria tlikr 0zOdese a szemiklasszikus
hullamfliggvenyen

Ez a szakasz a dolgozat szemiklasszikus kvantalast legzéhez kapcsolodik (lasd a 3.2
szakaszt). Az alabbi allitast bizonyitjuk csopartéleti megfontolasokkal: ha egy rendszer foly-
tonos térszimmetriat mutat valamilyen altalanos klimitaban, akkor erre a koordinatara nézve
vagy nem irhato fel kvantalasi feltétel, vagy fekith, de trivialis alakot olt. A trivialis alak azt je-
lenti hogy a kvantalasi feltételben nem szerepgfazisjarulék, é€s a hatasnak a szimmetriat mu-
tatd koordinatara eso vetilete egyszeril szorzljadan irhato fel, hiszen a szimmetriat mutato
koordinatahoz tartozo kanonikus impulzus mozgasalb lesz. Az allitasnak a hatas alakjara
tett kijelentése trivialis, a bizonyitasaval nem lgozunk. A tovabbiakban &(r) fazisfaktor
koordinataktol valb fuggéseét vizsgaljuk.

Legyen egy altalanos folytonos szimmetriamuvelet afmea:

S(e) = exp[% (Z ci(r)rni)a

: (A-19)
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aholi = x,y; a a transzforméacié mértéke (forgatasnal pl. a szdgysaga)c;(r) pedig a transz-
formécib generatoranak elballitasahoz sagles egyutthatok. Példaul:

forgatas: ¢y =-y g =X, (A-20)

yiranyt eltolas: ¢, =0 c,=1. (A-21)
Minden ilyen egyparaméteres szimmetria-transzforovéak létezik egy fundamentalis in-
variansa, az 0sszes tobbi invarians ebbdl az egylédllghatd. Ez a fundamentalis invarias

a koordinatak egy kombinacibjat jeloli. Legyen eziazariansF(x,y). A transzformacio ge-
neratoranak a hatasa ezen az invarianson eltinik:

%(Z Ci(r)f)i] F= (Z ci(r)aixi) F=cgradF =0. (A-22)

A kétdimenzibs rendszeriinkben ez az invarians konhyfejezhetd:

F(r) = fr(i x c(r))dr, (A-23)

ahol z a z iranyU egységvektod’ pedig egy alkalmasan valasztott tetszbéleges gorbeelEzz
kdnnyen adbdnak:

forgatasra: F =x2+Vy?, (A-24)
yiranyl eltolasra:  F = x. (A-25)

Az F(x,y) = C megoldasai adjak a konturvonalakat, melyek helytiggihtévektorac(r).
Amennyiben a rendszer szimmetriat mutat valamilyen #mmaciora, a rendszerhez rendelt
klasszikus Hamilton-fuggvényne#{(r, p)) is invariansnak kell lennie erre a szimmetriatransz-
forméciora: A

S(@)H(r,p) = H(r,p) . (A-26)

Ezért az el6bbiek alapjan elmondhat6, hogy a Hamiftaggvény csal (r)-en keresztul figghet
a koordinataktol:

H(r,p) = H(F(r),p) . (A-27)
Ezeket felhasznalva bizonyithato, hogis csakF-en keresztill figghet a koordinataktol:
y(r) = y(F(r)) . (A-28)

Ennek bizonyitasara alakitsuk ay dazisfaktor idofejlddésére felirt (3.26)ftkrencialegyenlet
jobb oldalat:

L PH)_1( 0 0H 9 9H)_ (A-29)
2\oxap, oayop«] 2\op, ox apx dy )
1( 0 oH o oH 1( 0 oH . d oH .,
E(%ya_F(VF)X ap, OF )v) z(a 8_F(ZXC)X_6_|OX6_F(ZXC)V)_ (A-30)
1 OH 1(0 .
=5 gradp(aF )c: -5 (a—Fr)c. (A-31)
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Az atalakitasok soran felhasznaltuk, hamy (b x ¢) = b(ac) — c(ab), valamint:VF = zZx c
ésigradp% = 0, mivel H-nak nincsz fuggése, végul pedig grgd{ = r. Ugyanennek a
differencialegyenletnek a baloldala:

DO oy . (A-32)
dt
Vagyis a diferencialegyenlet:
1(0 . .
-5 (_8F r) c=rVy(r). (A-33)

Nyilvanvalban azr ésc mennyiségek vektorai a szimmetriaoperatornak, hiszkalgektor-
ral megegyezd modon transzformalodnak (az egyik assége a masik pedig egy invarians
gorbe érintévektora). Ezeknek egy invarians skalgr gzerinti derivaltja is vektor marad. Az
egyenlet bal oldalan tehat két vektor skalarszoraditariely skalarszorzat a szimmetriatransz-
formaciora nézve skalarként transzformalodikgyia ugyantgy mint=: nem valtozik, ezért
csakisF fuggvéenye lehet:

_% (aiFr)c = u(F(r)) = ivy(r) . (A-34)

A y(r) helyfuggése mindig atirhato:

y(r) = y(F(r), V(r)) (A-35)

alakra. 1ttV(r) az F(r) szintvonalakat mer6legesen metszd szintvonalakali.j@épzeljuk el,
hogy F(r) = C egy potencial kontUrvonalait adja. Ezen kontlrvonatakerdlegesen metszik
a potencial erbvonalai. Definicid szeri{r) = C’ éppen ezeket az erbvonalakat irja le. (A
szerepek fel is cserélhetdek.) EzFebsV segitségével egy gorbevonall koordinatarendskerr
paramétereztik be az— y sikot, vagyis az el6z6 egyenlet allitasa értelmésszatérve ekkor
az (A-34) egyenlethez:

u(F(r)) =rvy(r) = (l"VF)g—?:/ + (fVV)g—\j; . (A-36)

A zarojelekben szerepld skalarszorzatok most is iamsak a szimmetriatranszformaciora,
kizarélagF fuggvényei ¥V = ¢):

HF() = @F) S + (BE) Y (A-37)

Ez az egyenlet csak akkor maradhat érvényesy mem fliggV-t6l, hiszen az egyenletet
transzformalvaF nem valtozna)V viszont igen, igy elromlana az egyenléség. Teha ko-
ordinatak azon kombinaciojatél fugghet csak, mitymbinacio invarians a transzformaciora
nézve:y(r) = y(F(r)). Ezzel az allitast bizonyitottuk.
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