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El0sz0

Az utbbbi években mind Kisérleti, mind elméleti szempontbdl jelentésen megnovekedett az
érdeklddés az (n. mezoszkopikus rendszerek irant. E terlileten tortént fejlemények egy Kiting
osszefoglaloja C. W. Beenakker és H. van Houten [1], S. Datta [2], valamint T. Heinzel [3]
konyveiben talalhatd . A mai félvezetGiparban mar sikeresen el6 tudnak allitani néhany 100
nm meéretli mintakat, melyekben az elektronok tarnszporttulajdonsagai vizsgalhatok. Az elekt-
ronok mozgasat elére megtervezhetd modon lehet korlatozni olyan kis méretii tartomanyokra,
melyekben a mozgas kvantumos jellege alapvet6 szerepet kap. Az ilyen szerkezetek eléallitasi
modjat az irodalomban ,,nanotechnologianak”, az igy késziilt eszkdzoket ,,nanoszerkezeteknek”
nevezik. A technikai fejlédés révén ma mar viszonylag egyszerti modon lehet létrehozni olyan
tartomanyokat, melyekben az elektronok mozgéaséat gyakorlatilag két dimenziora lehet korlatozni.
Osszeillesztve GaAs és AlGaAs félvezetd réteget, a hatarfeliileten egy kétdimenzios tartomany
alakul ki. Az elektronok mozgasa a hatarfelliletre meréleges iranyban gyakorlatilag elhanya-
golhat6 a hatarfeliiletnél kialakult potencial volgy kovetkeztében. Ugyanakkor az elektronok
mozgasa a hatarfeliilet mentén szabadnak tekinthetd. GaAs/AlGaAs félvezetd heteroszerkezet-
ben az elektronokat szabadelektronként kezelhetjilk, melyeknek effektiv tomege kb. 0.067m.. A
kis effektiv tomeg miatt az elektronoknak nagy a mozgékonysaga. 1gy egy kolcsnhatasmen-
tes kétdimenzibs elektrongazt hozhatunk Iétre. Az ilyen rendszerek transzporttulajdonsagait jol
vizsgalhatjuk kisérletileg és (jelentdsen egyszeriibb koriilmények mellett) elméleteileg is.

Ismeretes, hogy kétimenzios elektrongazban az allapotstriiség allandd, melyet a Fermi ener-
gia rogzit. Az elektronok ng sirlisége a hatarfellileten aranyos a Fermi energiaval ng ~ Ef ~
kZ ~ 1/AZ, ahol Ar a Fermi hullamhossz. GaAs/AlGaAs heteroszerkezetben a normal fémekbeli

értékhez képest sokkal kisebb, tipikusan ng ~ 3 - 10 C# Fémekben a Fermi energia Ef ~ 1 eV

és Ar ~ 1 A, mig GaAs/AlGaAs-ben E¢ ~ 14 meV és A ~ 400 A. Az elektronok mozgasanak
fontos paramétere az | szabadthossz. Fémekben | >> Ar, és hasonldan viszonylag tiszta, nem
szennyezett GaAs/AlGaAs-ben is | ~100 - 10000 nm, azaz | >> Ag.

Ha negativan toltott kapuelektrodakat helyeziink a heteroszerkezet tetejére, akkor az elekt-
ronok mozgasat tovabb korlatozhatjuk a kétdimemzios tartomanyban. igy elérhetd, hogy az
elektronokat egy sziik csatornaba tereljik. A csatorna szélessége a technologiafejédés kovet-
keztében mar néhany 100nm-re csokkenthetd. Legyen a csatorna szélessége H, a hossza pe-
dig W. Vizsgalodasainkat arra az esetre korlatozzuk, amikor H < W < |. Ekkor az elektro-
nok mozgasa ballisztikusnak tekinthet6 egy ,,végtelen” hosszl szalag alakd elektrongazban. Az
utobbbi esetben az elektronok szabad mozgasat csak a csatorna hatarvonalai mentén kapuelekt-
rodakkal kialakitott falak befolyasoljak. Az elektron kvantumos viselkedésének szemiklasszikus
kozelitésében az elektronok klasszikus palyairol beszélhetiink . A falakrol az elektron tokéletesen
rugalamas modon visszapattan, és igy jol nyomon kovethet6 a palyaja.

Ebben a dolgozatban f6 célunk a szalag geometriaja, egyik hatarvonala mentén szupravezeto
anyaggal hatarolt elektrongaz vizsgalata volt. A szupravezet6 hatasa abban nyilvanul meg, hogy
az elektronallapotok mellett lyukszer( allapotok is szerves részét képezik a rendszernek. Szemik-
lasszikus szemléletben ugyanis a szupravezetd hatarfeliiletére érkezo elektron lyukként pattan
vissza a bejovo elektron mozgasaval ellentétes iranyban. Ezt a jelenséget nevezzilk Andreev-
reflexionak. A rendszer allapotanak leirasa az elektronszer( és lyukszer( allapotok egyidejii
megadasaval lehetséges. A hagyomanyos egyelektronos leirassal ellentétben tehat az (n. Bo-
goliubov de Gennes -spinorokat hasznaljuk majd. A kialakitott rendszer vezetési tulajdonsagait
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az elektrongaz sikjara meréleges, homogén magneses mez6 fliggvényében irjuk le. Klasszikusan
a magneses tér a kvazirészecskék palyainak koriv alak meggorbiilését eredményezi. A dolgozat
megirasat a [4],[6],[7] cikkek Osztondzték. A kutatas eredményeinek felhasznalasaval jelenleg
folyamatban van egy tudoméanyos cikk irasa.

K 0szonetnyilvanitas

Nem fejezhetem be az el6szot anélkil, hogy kdszonetet ne mondanék témavezetémnek,
Cserti Jozsefnek az érdekes téemafelvetésért és a kutatas kozben nydjtott sokoldal( segitségeért,
tanacsokért. A dolgozat irasat ugyancsak el6relenditették Kaufmann Zoltannal és Kormanyos
Andorral folytatott konzultacioink. Ertékes hozzaszolasaikért eziiton is szeretnék kdszonetet
mondani. Halas vagyok Gaspar Merse El6d doktorandusznak IATEX-ben nydjtott tanacsaiért,
valamint Mezei Mark fizikus hallgatonak, hogy felhivta figyelmemet a kézirat apro hibéira.
Kdszonetemet szeretném kifejezni sziileimnek is: Rakyta Gabriellanak és Rakyta Vladimirnak,
akik e dolgozat megirasa kozben emberi és erkdlcsi tamogatast nydjtottak. Végil, de nem utolsd
sorban kdszondm az ELTE TTK, Komplex Rendszerek Fizikaja Tanszéknek a rendelkezésemre
bocsatott szamitastechnikai lehetoségeket, amelyek segitségével munkamat szinvonalasabban
végezhettem.
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1. fg ezet

Bevezetes

Ebben a fejezetben részletesen bemutatjuk a kétdimenzids elektrongaz ballisztikus elektronjainak
mozgasat, tulajdonsagait. A megszerzett ismeretek alapjaul szolgalnak majd késébbi vizsgalatainknak.
Az elektrongézt egyik oldalarol szupravezet6vel hatéaroljuk, és a rendszert homogén méagneses mezgdbe
helyezzik. A szupravezetd alapjaiban fogja megvaltoztatni a rendszer viselkedését. A valtozast az (n.
Andreev-reflexid soran keletkez8 lyukak jelenléte fogja jelenteni.

Egyes anyagok vezetési savjaban lévé elektronok mozgasa nagyban hasonlit a vakuumban

megfigyelhetd részecskékéhez. Az anyagban Iévo elektronok természetesen érzik az anyag ato-
mos szerkezetét, ezért az el6z06 kijelentésiink csak abban az esetben érvényes, ha a vizsgalt
hosszskala sokkal kisebb, mint az elektronok atlagos szabad Gthossza. A kritériumnak eleget
tev0 elektronok mozgasat nevezziik ballisztikus mozgasnak, és az elektronokat ballisztikus elekt-
ronoknak. A kozvetitd kdzeg atomos szerkezetének azonban van még egy nagyon fontos kovet-
kezménye. Tudjuk, hogy vakuumban Iév6 szabad elektronok energiajat az E = ’Zz—rr'j: formula
adja meg. Az E(k) flggvényt tekintve egy parabolat latunk. A kvantumos szamolasok azt mu-
tatjak, hogy a kdzegben is hasonlo alak( fliggvény irja le a ballisztikus elektronok energiajat,
de a szabad részecske analogiaja szerint most egy effektiv tomeget rendelhetiink az elektron-
hoz. Az ilyen és ehhez hasonld effektiv tulajdonsagokkal ellatott részecskéket az irodalomban
kvazirészecskéknek nevezzik [5].
A tovabbiakban olyan rendszerekkel foglalkozunk, melyek az abszolut zérus hdomérséklet
kornyékére vannak hitve. A gyakorlatban ez néhany 100 mK-t, esetleg néhany K-es
hémérsékletet jelent. EKkor az anyag elektronszerkezete jol megkiilonbdztetheté diszkrét ener-
giaszintekbdl all. Az energiaszintek a Pauli-elv miatt a legalacsonyabb szint6l kezdve a ma-
gasabbakig telitédnek. A legmagasabb szintet nevezzilk Fermi-energianak. Ez az energiaszint
jol definialt, és az elektronok szamatol fiigg. A ballisztikus elektronoknak a vezetési savban jo
kozelitéssel ekkora energiajuk van.

1.1. A kétdimenzios elektrongaz

P

Az eddigiekben elektronszerkezetr6l, vezetési savban Iévd elektronokroél és atomos szerke-
zetrol beszéltink. A leiras tokéletesen raillik femes anyagokra. Mi mégsem fémekkel fogunk
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1.1. dbra. A kétdimenziobs elektrongaz (2DEG)

foglalkozni. Az ok egyszer(i. A féemeket napjainkig mar nagyon alapos kutatasoknak vetették
ala. Raadasul a féemek tulajdonsagaikat tekintve nem is felelnének meg célkitlizéseinknek, hi-
szen az elektronok mozgasa fémekben nem ballisztikus. A fémekre jellemz6 Fermi-hullamhossz
viszonylag kicsi (tipikusan 0.5 nm kordli), ezért a folyamatok gyakorlatilag klasszikus Gton
is kezelhetbek. Ha teret szeretnénk hagyni a kvantummechanikanak is, nagyobb hullamhosszl
elektronokra lesz sziikségiink. Céljainknak tokéletesen megfelelnek az an. elektrongazok. Az
elnevezés ne legyen félrevezetd, nem vakuumban lévo elektronokrol van sz6. Képzeljiink el
két kilonbozo félvezetdt, melyeket tartdsan Osszeillesztiink (1.1. abra). A kulonb6z6 elekt-
ronslrliség és Fermi-energiaszintek miatt az érintkezési feliileten elektrontdbblet alakul ki. A
nagyobb energiaszintb6l ugyanis a vezetési elektronok igyekeznek atjutni a kisebb energia-
szint(i anyagba, amig a kialakult elektrosztatikus tér ezt meg nem gatolja. Ezzel az érintkezési
sikban megfelelé hosszskalan kétdimenzidsnak tekinthetd, az érintkezési sikkal parhuzamos
elektrongaz alakul ki (2DEG). Az elektronok mozgasa a hatarfeliiletre mer6leges iranyban
korlatozott, mert ehhez joval nagyobb gerjesztési energia szikséges, mint amit az alacsony
hémérsékletii kornyezetbdl felvehetne. Tobbek kozott hasznalatos még a hullamvezet6 elnevezés
is, mivel az elektrongazban az elektronok szabadon terjedhetnek, hullamokat kdzvetithetnek, ill.
az allapotaik is hullamfiiggvényekkel irhatok le. A dolgozat soran az ilyen kétdimenzios, szup-

ravezetd anyaggal hatarolt rendszereket vizsgaljuk.

1.2. Vazlatoskisérleti elrendezes

Hullamvezetd

oB

Iniektor)l_< L
W,

.
Kollektor Wc

1.2. abra. A vazlatos kisérleti elrendezés

A hullamvezet6ben potencialgatak segitségével ,,falakat” tudunk kialakitani, melyekrél az
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elektronok rugalmasan visszapattannak. Ilyen potencialokat a feliletre mer6leges irany(, kiilsé
elektromos térrel hozhatunk létre [6]. Vizsgaljunk meg egy egyszer(i esetet szupravezetd alkal-
mazasa nélkil. Képzeljink el egy végtelen hosszi potencialgatat, mely egy végtelen félsikot
hatarol. A ,,végtelen” jellemz&t természetesen nem szabad sz6 szerint értelmeznia: a vizsgalt
minta méretei nem lehetnek nagyobbak az elektronok atlagos szabad Gthosszanal, ami a gyakor-
latban GaAs félvezetdkben I ~ 9 um. A kétdimenzios hullamvezet6hdz aramvezetés céljabol
kontaktusokat (injektort és kollektort) is csatolunk(1.2. abra). Rendszeriinket a hullamvezetd
sikjara merd6leges homogén magneses mezobe helyezziik. Az injektoron keresztiil allando aramot
vezetlink be az elektrongazba, majd azt vizsgaljuk, hogy a kollektoron keresztiil mennyit tu-
dunk ebbdl kivezetni. Szemléletesen a bevezetett aram olyan, mintha Fermi-energiaju elektrono-
kat 16nénk be egy kis nyilason. Az atvezetett aram természetesen a magneses mez6 fliggvénye
lesz. Ilyen elrendezést Kisérletileg mar megvalositottak, és az elméleti szamolasok jol egyeztek
a mérési eredményekkel [6].

1.3. Klasszikuseredmenyek

Tanulmanyozzunk olyan beldvényilasokat, melyek nagysaga a részecskék hullamhosszanak
nagysagrendjével esik egybe. Ekkor az elektronok sebességének a nyilas keresztmetszetébe eso
vetillete eléggé hatarozatlan, els6 kozelitésben egyenletes eloszlast mutat [—ve; vg] hatarokkal.
Ennek kozvetlen kovetkezménye, hogy az a szog alatt bel6tt elektronok 1(a) = <5*1, aramot
képviselnek. A beltvési szoget a nyilas normalisatol mérjik. Az dsszefliggésben Iy a beinjektalt

aram, hiszen Iy = f_ ’;//22 I() da, ami az arammegmaradast fejezi ki. A beldvések utan az elekt-
ronok a magneses tér miatt kdrpalyan mozognak, a potencialfalrél pedig feltevéseink szerint ru-
galmasan visszaverédnek. Kis hdmérsékletek esetén ez a gyakorlatban is nagyon jo kozelitésnek
bizonyul [6]. Vigyaznunk kell arra is, hogy a rendszerre kapcsolt magneses mez6 ne legyen
thlsagosan nagy, nehogy az elektronok mozgasat tekintve megjelenjenek egyéb kvantumos je-

lenségek is, mint pl. a kvantumos Hall-effektus.

injektor

1.3. bra. A kiildnb6z6 szdg alatt beldtt elektronok palyai

Hagyomanyos klasszikus esetben az 1.3. abra szemlélteti az elektronok mozgasat. Egy egy-
szer(i programmal valaszt kaphatunk arra, hogy az injektalt elektronok hanyadat tudjuk Kivezetni
a kollektoron. Az 1.4. abra ezt a transzmisszios tényez6t mutatja a magneses tér fiiggvényében.
Az abran csucsok szabalyszer( ismétlddése lathatd. Konnyen utanajarhatunk, hogy a csicsok
azoknal a magneses tér értékeknél Iépnek fel, melyek a kollektorba fokuszaljak a merélegesen
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1.4. dbra. Az elektronok transzmisszios tényezdje a magneses tér fliggvényében. Az abra adatai:
W ke = 0; Wcke = 30; Lke = 450; amennyiben W a kollektor vastagsaga, L az injektor és kol-
lektor legkdzelebbi pontjainak tavolsaga, ke pedig a ballisztikus elektronok Fermi-hullamszama.

beldtt elektronokat. Az elsé cslcs ahhoz az esethez tartozik, amikor a fokuszalt elektronok egy-
szer sem Utkoznek a hullamvezetd falaval. Ekkor a ciklotronpalya atméréje megegyezik a ki- és
bevezetések tavolsagaval (L). A tobbi csics ezen magneses mez6 egész szamu tobbszordseinél
fog megjelenni, azaz a rendszer a magneses mezok

ZChkF
eL

értékeire fogja az elektronokat a kollektorba fokuszalni. Ezzel a rendszerrel a tovabbiakban
nem foglalkozunk. A témakor klasszikus és kvantummechanikai szempontbol egyarant [6]-
ban van részletesen feldolgozva. Az eddigi eredményeket is csak azért kozoltiik, hogy 6ssze-
hasonlithassuk a modositott rendszerrel, mellyel ebben a dolgozatban foglalkozunk majd.
Emlitettiik, hogy a modositast szupravezetd anyag jelenléte fogja jelenteni. Ahhoz, hogy
tovabbhaladhassunk és megértsiik, miért is olyan jelentds a szupravezeto jelenléte, meg kell is-
merkedniink egy nagyon érdekes jelenséggel, az Gn. Andreev-reflexioval.

=n eN

1.4. Az Andreev-reflexio

Képzeljink el egy hatarfeliiletet, melyen elektrongaz érintkezik szupravezetével. A magneses
tér jelenlététdl egyelore eltekintlink. Kovessiik egy ballisztikus elektron mozgasat a hullamve-
zetOben, mely a szupravezet6 felé tart. Amikor eléri a hatarfeliiletet, egy furcsa dolog torténik:
a beérkez0 elektron egy Cooper-par egyik tagjaként a szupravezetében tovabbhalad, viszont a
hullamvezetében elektronhiany lesz a Cooper-par masik elektronja miatt. Ez a hiany pozitiv
toltéshordozoban, egy lyukban nyilvanul meg, melynek mozgasa éppen ellentétes lesz a beérkez6
elektron mozgasaval. A jelenetet az 1.5. abra mutatja. A jelenséget klasszikusan és kvantum-
mechanikai szempontbol egyarant megtudjuk magyarazni. A lyuk mozgasa vele ellentétesen
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elektron

lyuk

Hullamvezetd

Szuprevezetd

1.5. abra. Andreev-reflexio. A szupravezeto-feliilletre érkezd elektron lyukként ver6dik vissza
ellentétes iranyban.

halad6d elektronokkal valosul meg. A mozgasban a lendiletet nyilvan az elektronok szallitjak,
ezért eredend6en az impulzus aramlasa a lyuk mozgasaval ellentétes. Mivel klasszikusan az im-
pulzus a tdmeg és a sebesség szorzata, mozgassal ellentétes impulzust csakis Ggy kaphatunk,
ha a lyuk effektiv tomege negativ lesz. Ez részben megmagyarazza azt is, hogy az elektron
lyukszer( visszaver6dése miért nem engedelmeskedik a klasszikus visszaverddés torvényeinek:
a hatarfelllettel parhuzamos impulzuskomponens igy lehet mozgasalland6. Az elmondottak
soran hallgatblagosan feltételeztiik azt is, hogy a lyuk és elektron effektiv tomege el6jeltél el-
tekintve azonos. A kvantummechanika egzaktul is alatamasztja klasszikus interpretacioinkat, és
mellékesen fényt derit az Andreev-reflexio sziikséges feltételeire is.

1.5. Az Andreev-reflexio kvantummechanikaja

Ha egy normal fémhez szuparvezet6t csatolunk, a Fermi-enerigiaknak a két tartomanyban
azonosnak kell lennitik. A szupravezetd oldalon az elektronok alapallapotban kotott parokban,
(in. Cooper-parokban vannak jelen. igy a hullamvezet§ oldalon két elektronnak és a szuprave-
zet6 oldalon egy Cooper-parnak a kémiai potencialja lesz azonos. Legyen a kotott Cooper-par
energigjanak a fele A, azaz a kotési energia egy elektronra vonatkoztatva. Tegyik fel, hogy
a hullamvezet6 oldalrol egy elektron érkezik a hatarfeliiletre, melynek energiaja kisebb a A
energianal. Az elektronnak nincs partnere, mellyel Cooper-part alkothatna a szupravezeté olda-
lon, hiszen energiaja Kisebb a Cooper-par létrejottéhez sziikségesnél. Az elektronnak vissza kell
reflektalodni a hatarrol. Ez a reflexio meglehetdsen kiillonds médon megy végbe. A jobb megértés
érdekében célszerli kvazirészecske képben gondolkodni. Tegyik fel, hogy a hatarfelileten A
értéke zérusrol (a hullamvezet6 oldalnak megfelel6en) novekszik az egyensulyi értékhez a szup-
ravezetOben egy & ~ 7ive/A koherenciahossz [8] méretli tavolsagon belil. A kvazirészecske
spektruma a szupravezetében a késébbiekben megismert (2.1) Bogoliubov de Gennes egyenlet

szerint:
) h2k2 2 ,
E( ) = (% - EF) + A=, (11)
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A kvazirészecskék csoportsebességét pedig a

1 9E(K)

Ves = 7 ok (1.2)

kifejezés adja. A hullamvezet6 oldalon A = 0 és a diszperzibs relacié a ke = +2mEg/%
Fermi-hullamszam kornyezetében az (1.1) egyenletbdl: E(k) = ‘ﬁ - EF‘ alaki. Ha k <

2m
ke, akkor a kvazirészecske csoportsebessége negativ lesz (k-val ellentétes iranyd). Ezeket

a kvazirészecskéket lyukszerii allapotoknak nevezik. Az E(k) diszperziés gorbén ezekre az
allapotokra a meredekség negativ. Az E(k) diszperzionak ezt a részét lyukszer(i agnak ne-
vezik. Az elektronszer( agon a kvazirészecske sebessége pozitiv, az allapot elektronszerd. A
hatarfellletre érkez6 A-nal kisebb energiaju k allapotl elektronszer(i kvazirészecske visszaref-
lektalodik a hatarfeliletrdl. Ilyen reflexio soran az energia megmarad. Megbecsulhetjik a 5p =
hok kvaziimpulzus valtozast a reflexio soran. A §p valtozas nagysagrendileg egyenld a dp/dt és
annak a ¢t iddnek a szorzataval, ami alatt a részecske a hatarfeliileti tartomanyon athalad, azaz
ot ~ &/ve. Ugyanakkor dp/dt egyenld a részecskére hato erdvel, azaz —dV/dx ~ A/¢ értekkel.
a 1&EA A A

hVF f = h_VF = kFZ_EF < k|:. (13)
Az utbbbi egyenl6tlenség abbol kdvetkezik, hogy szupravezettkben A/Er < 1, tipikusan kisebb
0.01-nal. Ez azt jelenti, hogy a kvazirészecske impulzusanak valtozasa sokkal kisebb maganal a
kvaziimpulzusnal. De a reflexio utan az elektronnak visszafelé kell haladnia. Ezt a két feltételt
csak egy modon lehet teljesiteni, nevezetesen ha a ,,részecske” atalakul ,,antirészecskéve”, a
hullamvezet6 oldalrol bejovd elektronszerli kvazirészecske atmegy lyukszer( allapotba, ger-
jesztésbe. Az energia és a kvaziimpulzus megmarad. Azonban a kvazirészecske Vs sebessége a
bejovd kvazirészecske vin. sebességével ellentétes iranyd lesz a reflexid utan:

10E(k VinclK
Vief = % a(k ) = —| ;F(C|| = —Vinc. (14)

Az ilyen reflexi0 alapvet6en eltér a normal reflexiotol, ahol csak a sebesség normal komponense
valt elGjelet. Ezt a specialis reflexiot nevezzik Andreev-reflexionak. A normal oldalrol érkez6
Er + E energidjl és k allapoti elektron ,,felszed” egy masik —k allapotl (ellentétes impulzusi)
és Er — E energiaju elektront és igy Cooper-part alkotva bemennek a szupravezet6be. Visszama-
rad egy ,,antirészecske”, melynek impulzusa ellentétes a felszedett elektron impulzusaval, azaz
azonos irany( az eredetileg bejovo elektron impulzusaval.

A forditott folyamat is megvalosulhat. Ha egy lyukszer(i kvazirészecske érkezik a hatarfeli-
letre, akkor egy elektronszerli kvazirészecske reflektalodik vissza a bejovo részecske se-
bességével ellentétes iranyban.

1.6. A modositott rendszer

Miutan tisztaztuk a szupravezetd hatasat, valéban jogosnak latszik azon kijelentéstink, hogy
a szupravezetd alapjaiban valtoztatja meg rendszeriink viselkedését. Az 1.2 és 1.3 alfejezetekben

s

bemutatott rendszert Ggy valtoztatjuk meg, hogy a mar meglévé potencialfallal parhuzamosan
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Iétrehozzuk a szupravezet6-hatarfelletet. A hullamvezetének igy véges vastagsaga lesz, melyet
a dolgozatban H-val fogunk jeldlni. Az elrendezést az 1.6. abra szemlélteti. Mivel a lyukaknak

Szupravezeté

Ix " |H  Hulldmvezets ©B

—,

W o]

1.6. dbra. A modositott rendszer. A tovabbiakban ezt az elrendezést fogjuk vizsgalni.

negativ az effektiv tdmege, az elektronoknak viszont a toltése negativ, a toltéshord6zok palyai
heliocitastartoak lesznek, vagyis ,,ugyanarra gorbilnek”, ahogy azt az 1.7. abra is mutatja. A
legfontosabbakat ezzel tisztaztuk. Az érdekesség kedvéért a szupravezetével modositott rend-
szerrel elvégezziik ugyanazokat a szamitogépes szimulaciokat, melyeket a szupravezetd nélkili
elrendezés bemutatasakor is megtettiink az 1.3 alfejezetben.

1.7. abra. Kis szogtartomanyban bel6tt elektronok és lyukak palyai a hullamvezetében. Pirossal
a lyukak palyai, kékkel az elektronok palyai vannak jeldlve.

1.7. A klasszikus eredmeények dsszehasonlitasa

Osszehasonlitott rendszereink a programok szempontjabol kizarolag a szupravezetd je-
lenlétében kiilonbdznek egymastol: ugyanolyan nagysaguak a belovonyilasok, a Fermi-energiak
és a pontkontaktusok tavolsaga is megegyezik. A kollektor helyén kivonjuk egymasbol ez elekt-
ronok és a lyukak szamat. Ez a toltések egyfajta effektiv transzmisszios tényezéjéhez fog ve-
zetni. Az (j rendszerben a magneses tér mindkét lehetséges iranya esetén keriilhetnek toltések a
kollektorba. Az 1.8. abra az 1.2 alfejezettel megegyez6 konfiguraciot mutatja. Ebben az eset-
ben a magneses mezd negativ iranyd. Lathatdo, hogy az 1.4. és 1.8. abrékban kizéarolag az
els6 harom cslcsban mutatkozik kulonbség. Ha utanaszamolunk, a kilonbség éppen addig
tart, amig a bel6tt elektronok el tudjak érni a szupravezetd felszinét. A magneses mezd ne-
gativ iranyitasa tehat nem rejt tllzottan nagy lehetéségeket. Annal inkabb a pozitivan iranyitott
magneses mez0! Az 1.9. abran lathatjuk, hogy a transzmisszios tényezo egyarant felvesz pozitiv
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1.8. abra. Az elektronok transzmisszios tényez6je a magneses tér fliggvényében. Az abra adatai:
W ke = 30; Wcke = 30; Lke = 450; Hkg = 150 amennyiben W a kollektor vastagsaga, L az
injektor és kollektor legkdzelebbi pontjainak tavolsaga, H a hullamvezet6 vastagsaga, ke pedig
a ballisztikus elektronok Fermi-huhllamszama.

és negativ értékeket. Az egyes csucsok az elektronok és lyukak fokuszalasat jelentik a kollek-
torba. Fokuszalo jelleggel leginkabb azok a palyak rendelkeznek, melyek kozel merélegesen
Utkdznek a szupravezetdvel. Ezt szemlélteti az 1.7. abra is. A mas szog alatt bel6tt elektro-
nok mozgasa erbésen széttartd. Ezt a Fliggelék D fejezetben, a kausztikas szamolasok mellékelt
abrain lathatjuk igazan. A cscsok okozoi tehat egyértelmiiek. Erdekesebb azonban a lomhan
lecsengd grafikonrész magyarazata az abra kdzepén. Ez abba a tartomanyba esik, amikor a
magnesen tér elég nagy ahhoz, hogy a lyukak semmilyen belOvési szog esetén ne érjenek le a
hagyomanyos potencialfalhoz, vagy hogy az elektronok se {itkdzzenek a szupravezetd feluletén.
Révid szamolassal kideril, hogy az abran feltlintetett A és B hatarolopontok rendre az el6z6 ese-
teknek felelnek meg.

Ceélunk természetesen nem a rendszer klasszikus viselkedésének minél részletesebb leirasa, de
mint ahogy latni fogjuk, a klasszikus fizikaban értelmezett kausztikak elengedhetetlenek a kvan-
tumos viselkedések megértéséhez. A most felvazolt transzmisszios tényezok grafikonjait 6ssze-
hasonlitjuk majd az egzakt kvantumos eredményekkel. Ha sikeresen megértjik a rendszer kvan-
tummechanikéajat, fontos kovetkeztetéseket tudunk majd levonni 6sszehasonlitasokbol a rendszer
fizikajat illetden.

1.8. Altalaban a kausztikakr ol

Emlitettik, hogy a kausztikakkal kapcsolatos ismeretek nagyban segithetik a kvantumos vi-
selkedések megeértését [9]. Par mondatban tehat érdemes tisztazni, hogy mik is azok a kausztikak,
hogyan lehet 6ket kiszamolni, és legfoképp, hogy segithetnek nekiink barmit is megérteni. A ka-
usztika jelenségét megfigyelhetjik a fizika szamos teriiletén, de leglatvanyosabbak az optikai
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1.9. abra. Az elektronok transzmisszios tényez0je a magneses tér fliggvényében. Az abra adatai:
W, ke = 30; Wcke = 30; Lke = 450; Hkg = 150 amennyiben W, és W, rendre az injektor és kol-
lektor vastagsaga, L az injektor és kollektor legktzelebbi pontjainak tavolsaga, H a hullamvezetd
vastagsaga, kr pedig a ballisztikus elektronok Fermi-huhllamszama.

Kisérletek. llyenkor a fény terjedését a geometriai optika torvényeivel kozelitjik, fénynyalabok
torését, visszaverodését, elhajlasat (valtozo torésmutatdju kozegben) kovetjik nyomon. Geo-
metriai (&s esztétikai) jelentését tekintve, a kausztikat egyfajta burkologorbeként definialjuk.
Példaként alljanak itt az 1.3. abran is megfigyelhetd ,,burkolérajzolatok”. Ha sikban dolgozunk, a
gorbesereg gorbéit egyetlen egy paraméter kiilonbozteti meg egymastol. (pl. egy adott palyahoz
milyen beldvési szog tartozik, sth.) A gorbéket tehat egy jol megvalasztott ®(a,r) = 0 egyenlet
irja le, ahol « az eldbb emlitett megkiilonboztetd paraméter, r pedig a gorbét leird helyvektor.
Matematikailag a burkologorbét az alabbi differencialegyenlet-rendszer megoldasa irja le:

®(a,r) =0 (1.5)
id)(cy, ry=0. (1.6)
oa

Megoldasként egy r () fliggvényt kapunk. Ez éppen a kausztikat irja le. Megjegyezziik, hogy a
fenti egyenletrendszert nemcsak effajta folytonos fliggvények elégithetik ki, hanem egyéb fur-
csasagok is. Meglep6 modon egy optikai rendszer fokuszpontja is Kielégiti az egyenletrendszert,
vagyis a fokusz egy egy pontbol all6 kausztikat ad. (Az allitas nyilvanval6, ha az a paraméternek
a fokuszpontba beérkez6 nyalabok bees6szdgét valasztjuk.)

Fizikailag a kovetkez0rol van sz6: vegyilink egy a paraméterhez és egy hozza nagyon kozeli
a + da paraméterhez tartozo6 palyat. Ez a két palya egyfajta ,,aramlasi csdvet” hatarol. A kausz-
tika pontjaiban a két hatarolo palya metszi egymast, mivel a kausztika érinto jellegl. (Ezt irja le
az (1.6) egyenlet.) Ekkor az altaluk hatérolt cs6 keresztmetszete nullara zsugorodik 6ssze, vagyis
az aramlasi sir(iség végtelen lesz, mivel a széllitott energia vagy részecskefluxus nulla méreti
feluleten kényszeril ataramolni. Ahogy a palyak ,,visszapattannak” a kausztikarol, az aramlasi
csO keresztmetszete formalisan eljelet valt. WKB kozelitésben [16] a palyak valosziniiségi amp-
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litdo6i egy amplit(do- és egy fazisfaktor szorzataként adodnak. Megmutathatd, hogy az amp-
litudofaktor az aramlasi csé keresztmetszetének —%-dik hatvanyaval aranyos.! Mivel a cs6 ke-
resztmetszete elGjelet valt, a valoszinlségi amplitido a kausztikat érintve formalisan Ap = -7
fazistolast kap. Az elektron visszavert és bees6 hullamai kozott tehat épp Ag a faziskiilonbség.
Azonban lyukak esetén ez a fazisugras —A¢, azaz épp az ellentettje. A magyarazat nagyon egy-
szer(i: a lyuk mozgasa egy vele ellentétes iranyba mozgo elekron mozgasaval irhatd le. Amig az
elektron Ay fazisugrast, addig a vele ellentétesen mozgo lyuk —Ae extra fazist kap.

LAz aramlasi csovek falan nem aramlik ki részecske, ezért a cs6 mentén az aramlasi fluxus alland6. Az aramlasi
s(irliség egyrészt az &ramlasi cs6 keresztmetszetének a reciprokéaval aranyos, masfeldl pedig kvantummechanikai
szamolasok szerint az amplitudofaktor négyzetével.



2. fglezet

A rendszer kvantummechanikaja

Ebben a fejezetben a rendszerlinkkel kapcsolatos kvantumos szamolasokat ismertetjiik. Feltessziik,
hogy a rendszer viselkedése idében allandd, vagyis az id6fliggetlen Schrodinger-egyenlet meg-
oldasaként kapjuk meg az allapotokat leird hullamfiiggvényeket. A szupravezetében és a hagyomanyos
hullamvezetében szamolt megoldasokat illeszteni kell majd az emlitett kozegek hatarfeliiletén.igy kap-
juk meg a rendszer diszperzios relaciojat, mely megadja a lehetséges allapotok energiait egy alkalmasan
valasztott paraméter fliggvényeként. Az energiaspektrumbél nagyon sokat tanulhatunk majd a rendszer
modusainak viselkedésérdl. A kiszamolt modusok segitségével le tudjuk irni a rendszer aramvezetési tu-
lajdonsagait is.

2.1. A Bogoliubov de Gennes-egyenlet

Mezoszkopikus rendszerekben az allapotok leirasara a Bogoliubov de Gennes - egyenleteket
(BdG-egyenletek) hasznaljuk:

Ho A \y
[t 5 )r-cv 2
2
(p-:4)
Hy = = 2.2
0 2mN = ( )

Az 0sszefuiggésben my az elektron effektiv tomege, E(FN) a Fermi-energia, A a vektorpotencial
ésp = ?(8X,6y,az) pedig az impulzusoperator. Konnyen lathato tovabba, hogy Hy = Ho(-A).
A matrixoperator foatldjaban a magneses mezében mozgd szabad kvazirészecskék Hamilton-
operatorai vannak rendre az elektronszer(i és lyukszer(i allapotokra. (A lyukszer( allapot
Hamilton-fliggvényében szerepl6 negativ el6jel a lyuk negativ effektiv tomege, a konjugalas
pedig az elektronéval ellentétes toltése miatt kell.) Ennek megfelelen a ¥ hullamfliggvény az
un. Bogoliubov de Gennes - spinor, melynek elsé komponense irja le az elektronallapotokat, a
masodik pedig a lyukszer(ieket. Szupravezetd anyagban az elektronszer( és lyukszer( allapotok
csatolva vannak egymassal, nem is lehet 6ket megkilonbdztetni egymastol. Ezt a csatolast irja le
a matrixoperator mellékatldjaban 1évé A Gn. parpotencial. (A Cooper-parok kotési energiaja egy
elektronra vonatkoztatva.) A hullamvezetoben nyilvan a parpotencial értéke nulla. Megemlitjuk,
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hogy ekkor a BdG-spinor elektronszer(i komponensébdl (¥.) a lyukszerli komponens (¥y) na-
gyon egyszerlien megkaphat6: ¥, = W.(—B, —E). Ezt a szimmetriat a szamolasok soran majd
felhasznaljuk. VVégul a félreértések elkeriilése végett leszogezziik, hogy a szamolasokban e az
elektron toltése, azaz e < 0 minden egyenletben.

2.2. A hullamfuggvéenyek

A hullamfliggvényeket a BdG-egyenlet megoldasaval kapjuk meg. A Flggelék A feje-
zetben részletesen bemutatjuk a szamolasokat, most azonban csak a lényeget emeljuk ki. A
hullamvezetében olyan vektorpotencialt valasztunk, mely mellett a BdG-egyenlet szeparalhato
lesz. Ehhez az sziikséges, hogy a vektorpotencial divergenciamentes legyen, azaz Coulomb-
mértékben fogunk dolgozni. Az 1.6. abran bevezetett koordinatarendszerben, melynek origojat
a hullamvezetd-szupravezetd hatarfeliiletre helyeztilk, a vektorpotencialt az alabbi alak(nak

valasztjuk:
0
X[. (2.3)

0

A hullamfliggvényt igy szorzat alakban kereshetjiik. A modusok a hullamvezeté mentén el-
tolasinvariansak, sikhullamként terjednek. A ,,sikhullamkomponenst” leird paraméter a ky -nal
jeldlt hullamszam. A hullamfuggvény igy

PM(x, y))
FM(x,y)

A=B

_ (2 (x)) y
= (@E]N)(X)) eikyy

alak(. A hullamvezet6 keresztmetszetében (A = 0) egydimenzidsra redukalt mozgast kapunk,
melynek Schrodinger-egyenlete:

PGy -

2o (1
4

iz &+ a) oM =0, (2.4)

ahol

= \/E(E - Sign(eB)ka), a= _(hic + %)

2.5
N - -
~ \/leBl’ T my’ 7 Thawe

Az Bsszefuiggésekben L az Un. karakterisztikus magneses tavolsag, w. a ciklotron korfrekvencia,
vo pedig a kvantumparaméter: egy végtelen kiterjedési kozegben, melyben homogén magneses
mez6t keltiink, az energiaszintek ziw, kozonként kovetik egymast [15]. Ha a palyak energiajanak
felsd korlatja a Fermi-energia, a lehetséges allapotok szama kozelitbleg vo lesz, mivel minden
energiaju palyat két elektron tud betolteni.

A (2.4) differencialegyenlet egy parabolikus henger-differencialegyenlet, melynek két fligget-
len megoldasa van. Ezeknek tobbféle reprezentacidja van [10], de szamunkra legelonydsebb a
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Whittaker-fiiggvények hasznalata. A fliggvényeket U-val és V-vel jeldljuk. Ezek asszimptoti-
kus viselkedésére igaz: lim U = 0 és lim V = co. A hullamfliggvénynek a hullamvezet6 szabad

X—00 X—00

hatéarfeliileténél el kell tlinnie, igy a megoldas egyszerlen adodik:

PV(x.y) = A(U(a. &) + B V(a,£)) e, (2.6)

ahol B a hatarfeltételt kielégitd sulyozo egyditthatd. Alakjat a fiiggelékben az (A-18) egyenlettel
adtuk meg. Ahogy az el6z0 és az A.1 szakaszban emlitettiik, a lyuk hullamfiiggvénye hasonlban
adodik:

¥M(x,y) = A, ®N(-B, —E) e (2.7)

A szupravezetOben Kicsit kiilonbozbek a szamolasok. Feltessziik, hogy a magneses mezo
behatolasi mélysége a szupravezetében végtelendl kicsi. Megtehetjilk, hogy a szupravezet6
egészében nullanak vesszik a vektorpotencialt. A BdG egyenlet ekkor automatikusan sze-
paréalhato lesz, de az elektronra és lyukra 6sszefiiggb egyenleteket kapunk. A fliggelék A.2 sza-
kaszaban részletezett szamolasok az alabbi eredményt adjak:

PO (x,y) = [c; (Yl) OB)(x) + C_ (Vl) c1>(_5>(x)] ey, (2.8)
ahol
kg VAZ —E2 A
@S)(x,y) = exp| +ikS |1 - — Finx == L= .
+ ( ’y) p[+ F k'(:s)2+ 77 ’ n EI(:S) y Ei‘lm

(2.9)
A szamolasok soran megkoveteltiik, hogy a hullamfuggvény a hatarfeliilettdl tavolodva le-
gyen lecsengb (x — —o0). A hullamfiiggvényeket a hullamvezetében és a szupravezetbben
természetesen még illeszteniink kell egymashoz. A hatarfelileten a hullamfiiggvények az alabbi
egyenleteket elégitik ki [14]:

\II(N)| :\II(S)|
= x=0
d [y MNgs 2MN (2.10)
ol I
X=

Az els0 egyenlet egyszerlien a hullamfiiggvény folytonossagat kdveteli meg, a masodik egyen-
let pedig a Schrodinger-egyenlet integralja a hatéarfeliileten. Az egyenletrendszerrel kapcsolatos
szamolasok most is a fliggelékben, az A.3 szakaszban tekinthetéek meg. A (2.10) egyenlet egy
négy ismeretlenes egyenletrendszert mutat. Az ismeretlenek a (2.6), (2.7) és (2.8) egyenletekben
szerepld A, An, C. egyutthatok. Nem nulla hullamfliggvények illeszkedésének a feltétele az,
hogy az egyenletrendszer determinansa zérus legyen. Az A.3 fliggelékben megmutatjuk, hogy
ezzel a feltétellel ekvivalens az alabbi egyenl6ség teljestilése:

S {D1D4’}/+} =0] . (211)
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Az Osszefliggésben J(z) a z komplex szam képzetes részét jeloli. Tovabba:

o o ( ) (2.12)
D, = d 7.(N) () d «(S) és: D, = D,(-B,-E)". A
&(De Zq)+ + fr:_[:&q)_'—

A 4 x 4 -es determinans kiértékelését tehat visszavezettiik két 2 x 2 determinans szorzatara,
ami numerikus és analitikus szamolas szempontjabol Iényeges segitség. A felirt sajatérték-
egyenletnek eleget tevé paraméterek esetén tehat léteznek a modusokat leird nem nulla
hullamfiiggvények. Ezek azonban eleget tesznek bizonyos normalasi feltételeknek, mivel a
hullamvezet6 keresztmetszetében az elektronok és lyukak megtalalasi valoszinliségének 6sszege
1 kell legyen:

H

1 2 2

G- f (Wl + 1W4?) dx . (2.13)
0

Az Osszefuiggésben L, és L, rendre az y és z iranyba es6 egységnyi tavolsagok.

2.3. Azenergiaspektrum szemiklasszikus k 6zelitesben

Az el6z6 szakaszban meghataroztuk az elektronok és lyukak stacionarius mozgasat leird
allapotfuggvényeket, valamint a megfelel6 hatarfeltételek figyelembevételével megszoritést ad-
tunk a fuggvényekben felbukkand onkényes allandora, az allapotok energiajara. Most ezt a
feltételt fogjuk szemiklasszikus kdzelitésben megvizsgalni.

Vizsgalodasaink soran az alabbi egyszer(sitd feltevéseket tessziik: a szupravezetd-hullamvezetd
hatarfelliletet tokéletesen illeszkeddnek vessziik, azaz a szamolasok soran a Fermi-energiak és
az effektiv tomegek egyenl8ségét tételezziik fel. (E®) = EM és mg = my) Tovabba feltessziik
még azt is, hogy az (A-36) egyenletben szerepld U, (Dirac-delta szer(i potencial) is nulla. Az
ehhez a szakaszhoz tartoz6 szamolasok a Fliggelék B fejezetében vannal részletezve. EI6sz0r is
megmutathat6, hogy ha E j6 megoldasa a hatarfeltételnek, akkor —E is jo sajatérték, csak éppen
mas hullamfliggvényekkel. Ezért a (—A, A) helyett csak a (0, A) tartomanyban fogjuk keresni a
lehetséges energiaértékeket.

A Kkirajzolt diszperzids relaciokat dnmagukban nem tudjuk megérteni. Hogy klasszikusan is
megeértsiik a kvantumechanikai eredményeket, az eddigi egzakt szamolasok mellett szemiklasszi-
kus kozelitésekkel is megbecsiljik a modusok energiait. VVégul kdzos abrakon ellenbrizzik,
hogy a két joslat mennyire egyezik. A célkitlizés az, hogy két szalon jussunk el ugyanahhoz
az eredményhez:

e Egzakt kvantummechanikai szamolasokkal, melyek a BdG egyenlet megoldasan alapsza-
nak. Ezeket a szamolasokat az el6z6 szakaszban elvégeztik.

e Szemiklasszikus kozelitésekkel. Ezzel egyfajta 6sszekotd hidat épitiink a kvantummecha-
nika és a klasszikus fizika kozott. Ezeknek a szamolasoknak az eredményeit mutatjuk most
be.
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Latni fogjuk, hogy a két szamolas eredménye nagyon jol egyezik. Mivel klasszikusan a
részecskék x iranyban periodikus mozgast végeznek, a palyak hatasintegralja kielégiti a Bohr-
Sommerfeld -féle kvantalasi feltételt [15]:

1
- 9§px dx +7y = 27n . (2.14)
Az allitast a (2.11) egyenletbdl kiindulva a Fuiggelék B fejezet B.1 szakaszaban bizonyitjuk. A

palyak geometrigjat tekintve 8 kiilonb6z6 palyatipust kilonboztetiink meg, melyeket az ABC
nagybetdivel jeloljik. A lehetséges palyak gydjteményét a 2.1. abra mutatja. A kvantumfeltétel

WL 0 (A
AW NEONO=

2.1. abra. A lehetséges palyak.

kiértékeléséhez sziikségiink van a palyak

1
S_£9§pxdx

hatasintegraljara és az extra y fazistagra. A hullamok fazisjarulékokat a két hatarfelileten vald
Utkdzeések és a kausztikak érintése soran kapnak. Mivel 8 kiillonbdzd palyatipus van, 8 integralt
és extra fazistagot kell meghataroznunk. Most dsszefoglaljuk, hogy az egyes (itk6zések mekkora
fazistolast jelentenek:

o Utkozés a szupravezetd hatarfeliiletén lyuk és elektron esetén egyarant: y, = — acos (%)
(lasd: Andreev-fazistolas a Fuiggelék B fejezetben)

o Utkdzés a hullamvezetd szabad hatarfeliiletén lyuk és elektron esetén egyarant: yy =

o A kausztika érintése elektron esetén: y, = —7; lyuk esetén: y, = 3
(lasd: Altalaban a kausztikarol a bevezet6ben)

Az egyes hatasintegralokat és egyéb fazistagokat a B.2 szakaszban szamoljuk Kki. Most
csak az eredményekkel foglalkozunk: eljutottunk ahhoz a ponthoz, mint az egzakt kvan-
tumos szamolasokkal is. Nagy jelentésége lenne annak, ha a ,,két szal” valdéban ugyanah-
hoz az eredményhez vezetne, mert megértenénk az energiaspektrum egyes modusainak a jel-
legét. Miel6tt azonban meggy6zddnénk az egyezésrol, kategorizalnunk kell, hogy az egyes
palyatipusok egyaltalan milyen paramétertartomanyokban létezhetnek. Megadunk egy altalanos
eljarast a palyak x iranya fordulopontjainak meghatarozasara. Vegyik el6 az A.1 szakaszban
a (2.2) egyenlettel megadott Hamilton-operatort, ami rovid rendezéssel az alabbi alakra hozhato:

2
p? , (6B (<= %k)
2m 2m

Ho = —Er. (2.15)
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2.2. abra. A lehetséges palyak ,,fazisdiagramja”. Az abra adatai: A/Er = 0.1; kekH = 26.7;E =0

Ez a Hamilton-operator egy egydimenzios mozgast ir le. Az els6 tag a kinetikus energiat, a
masodik tag pedig az x iranyra redukalt mozgas effektiv potencialjat, V(x) -et adja meg. A
mozgas fordulopontjai ott vannak, ahol V(x) = E. Az elektronra vonatkoz6 fordulopontok a
falak figyelembevételével igy nagyon egyszerien adodnak:

h 2m
e
7o =min {H, _eBky + —(eB)Z(EF + E)} , (2.16)

h / 2
7° = max {O, @ky - &(EF + E)} ~ (2.17)

A lyukak mozgasara vonatkozo6 fordulopontok a mar megszokott helyettesitésekkel pedig:
™ =1%(-B,-E), ™ =12(-B, -E). (2.18)

A megadott fordulopontokkal egyfajta térképet, fazisdiagramot rajzolhatunk, melyet aszerint
szineztlk Ki, hogy az egyes ponthalmazok milyen palyatipusnak felelnek meg. Az eredményt az
E = Oesetre a2.2. abra szemlélteti. Ahogy az abran latjuk, nem fordulhat el az 6sszes lehetséges
palyatipus egyszerre egy rendszerben. Ha példaul a hullamvezet6 vastag a magneses mezéhoz
képest, a kvazirészecskék nem tudnak mindkeét hatarfelileten itkdzni. A 2.3. abra energiaspek-
ruman a szupravezeto hatarfelletén ,,végigfutd” ,,A” modus, valamint az ,,E” &s,,G” modusokat
leird Landau-nivokat figyelhetjik meg. Ha csdkkentjik a hullamvezetd vastagsagat, megjelen-
nek az eddig vizsgalt tobbi palyak is. A 2.4. abra szemlélteti a fenmarad6 ,,B” ,,C” ,,D” ,,F” ,,H”
modusokat is. Az elektron j, és lyuk j, részecskearam-siriiségét az

je = %%{‘PZ (p - EA)‘Pe} . dn= %%{\Ph (p - EA)‘P;} . (2.19)
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2.3. abra. Az energiaspektrum szemiklasszikus kozelitése. Az abra adatai: vy = 40; A/fiw, = 2;

keH = 106.7; R/H = 0.375. Az egyes paraméterek a (2.5) dsszefliggésekkel definialtak. Kékkel

az egzakt szekularis egyenlet megoldasai lathatoak, a szines keresztek pedig a kiilonb6z6 tipusa
palyakhoz tartozo szemiklasszikus kdzelitéseket abrazoljak.

2_

1.8-

1.6

1.4

1.2

E/hw

1_

0.8

0.6

0.4r

0.2r

0

0
K, kel

2.4. abra. Az energiaspektrum szemiklasszikus kozelitése. Az abra adatai: vy = 40; A/fiw, = 2;
keH = 26.7; R/H = 1.5. Az egyes paraméterek a (2.5) dsszefliggésekkel definialtak. Kékkel
az egzakt szekularis egyenlet megoldasai lathatoak, a szines keresztek pedig a kiilonb6z6 tipusa
palyakhoz tartoz6 szemiklasszikus kdzelitéseket abrazoljak.

o0sszefuiggések irjak le [13], [8]. Az dsszefuiggésben R(z) a z komplex sz&m valos részét jeldli.
A 2.5. dbra mutatja az részecskék dsszaramsiriségét két modus esetében. Az abrak ugyancsak
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2.5. abra. Részecske-arams(irliségek egy ,,B” és egy ,,D” palyatipus esetére: j = je + jh. JOI
lathatd, hogy a modusok aramszallitasa eltolas invarians a hullamvezeté mentén.

tartalmazzak a modusokhoz tartozo klasszikus palyakat is. A hullamvezet6 keresztmetszetében

ataramlo részecskearamot az aramstriségek fellleti integréalja adja meg. Az integralofeliilet a
hullamvezet6 keresztmetszetébe esik. Felhasznalva a (2.13) egyenletet, a részecskearam:

H

lp = 9§(je +jn)dA = %9& f[\Pe (p - EA)‘I’E W, (p— EA)\P;] dx! . (2.20)

A 0

Az 0sszefuiggés egy szorzOtényez0 erejéig nem mas, mint a részecskék varhatd sebessége a

hullavetezd hosszanti iranyaban, vagyis a keresztmetszetben terjedd sikhullamkomponens cso-
portsebességével egyenld. Tehat:

vV 1 0
lp= 2 == E (k,) . (2.21)
"L, Ly a(7k,) (k)

Mint latjuk, a diszperzids relacid energiavonalainak meredeksége a keresztmetszet részecske-
aramaval aranyos. A felrajzolt energiaspektrumok segitségével nyomon kovethetjik, hogy a
hullamvezetében a részecskék effektive milyen iranyba aramlanak. A 2.3. abran lathato nulla
meredekség( Landau-nivok nem irnak le részecskearamlast. A 2.4. abrana,,B” és,,C” modusok
keretén belll pedig az aramlas el6jelet valt. A valtozas hatterében klasszikusan azok a palyak
allnak, melyekben az elektronok és a lyukak periodikus palyat futnak be: a szupravezetd feluiletén
kétszer, a szabad hatarfeliileten pedig egyszer (itkdznek a kvazirészecskék. Az tkdzési pontok
nem mozdulnak el, a periodikus palya egy olyan haromszogalak lesz, melynek oldalai befelé
gorbilnek. Alakjabol adodoan ezt a palyat haromszogpalyanak nevezziik el. Ezzel a palyaval a
kausztikaszamolasok soran is talalkoztunk a Fliggelék D fejezetben: a palyanak kdszonhetben a
kausztikagOrbék egy pontban metszik egymast. (D-6. abra)

A diszperzios relaciok kilonbozd modusokba kategorizalt tébbi energiavonalanak meredeksége
0sszhangban van a 2.1. abra palyaibol naiv modon kdvetkeztetett aramlasi irannyal.

Az eddig bemutatott energiaspekrumokon nagyon jol sikerilt kategorizalni az egyes modusokat.
Ezt a kvantumos és szemiklasszikus eredmények egyezése tette lehetévé. Az egyezést ndvelni le-
het, ha ndveljiik a rendszer kvantumszamait. A 2.2 szakaszban lattuk, hogy a rendszer kvantum-
mechanikajaban a vy kvantumparaméter jatssza az egyik meghatarozo6 szerepet. Eddig vo = 40
értéket hasznaltunk. Ha ezt noveljik, a kvantumos és szemiklasszikus eredmények varhatban
egyre jobban fognak egyezni, mivel az altalanos elvek szerint nagy kvantumszamok esetén
egyeznek meg a kvantummechanika és a klasszikus fizika joslatai. A 2.6. abran v = 550 értékére
rajzoltuk ki a diszperzios relaciot. Ilyen nagy kontrollparaméter értéek mellett az egyezés gyakor-
latilag tokeéletes. Klasszikus esetben barmilyen belovési szoggel paraméterezett palya lehetséges.
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2.6. bra. Az egzakt energiaspektrum. Az abra adatai: vo = 550; Reyei/H = 1.83; A/fiw, = 5.5;
k™H = 300. Az egyes paraméterek a (2.5) dsszefliggésekkel definialtak.

Ennek megfelelGen a 2.6. abran a modusok szama valoban Iényegesen megnd. Az energiaspekt-
rumokban az is fegyelmet érdemel, hogy a kiilonb6z6 modusok csoportsebessége kdzel egyenld,
vagyis az 6sszes modus egyforma mértékben ,,aramlik”. A Fliggelék B fejezet (B-7) egyenletét
differencialva, a csoportsebesség kozelité formulaja:

E 1 1
0 = Vo . (2.22)
(k) e T

ky—0

Vg =

A csoportsebesség tehat aranyos a v kvantumparaméterrel. Vagyis a kvazirészecskék annal gyor-
sabban terjednek a hullamvezet6ben, minél nagyobbak a kvantumszamok. Ez a kirajzolt energi-
aspektrumokkal is 6sszhangban van.

2.4. A kirgjzolt hullamfliggvények

MielGtt ratérnénk a pontkontaktusokkal ellatott rendszer aramvezetési tulajdonsagaira,
vizsgaljuk meg hogy a 2.2 szakaszban megadott hullamfliggvények milyen mértékben vise-
lik magukon a kiilonb6z6 palyatipusok tulajdonsagait. A célnak megfeleléen tehat felrajzolunk
néhany, a 2.4. abra adatainak megfelel6en kiillonboz6 palyakategoriakba sorolt hullamfuggveényt.
Kezdjik rogton a 2.7. abran bemutatott ,,D” palyatipushoz tartozd hullamfiiggvénnyel.
Elvarasaink szerint a hullamfuggvények elektron és lyuk esetében egyarant ,kitoltik” a
hullamvezeté keresztmetszetét. Ennek igy kell lennie, hiszen ,,D” tipust palyakrél van szo.
A lyuk hullamfiiggvényében a hullamvezetd falanal egy éles maximumot latunk. Ahogy
csokkentjuk a 2.7. abrahoz tartoz6 k, kvantumparameétert, ez a maximum levalik a hullamvezetd
peremérdl. Létrejonnek a ,,B” tipus( palyak, amikor a lyukak klasszikus palyai mar nem
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2.7. abra. Az elektron és lyuk hullamfiiggvényei k, = —0.25 kg esetében. Ez a konfiguracio a ,,D”
tipust palyakhoz tartozik. Kékkel az elektron, pirossal a lyuk megtalalhatosagi valosziniisége
van abrazolva. Az abrat felllrdl a szupravezet6, alulrol pedig a hullamvezet6 fala hatarolja. Az
abra adatai: keH = 26.7; R/H = 1.5; v = 40; ﬁ =2

am\

i

2.8. abra. Az elektron és lyuk hullamfliggvényei k, = —0.6 kg esetében. Ez a konfiguracio a ,,B”
tipust palyakhoz tartozik. Kékkel az elektron, pirossal a lyuk megtalalhatosagi valosziniisége
van abrazolva. Az abrat felulrél a szupravezetd, alulrol pedig a hullamvezet6 fala hatarolja. Az
abra adatai: keH = 26.7; R/H = 1.5; v = 40; hch =2

érnek le a hatarfelilethez. A (2.18) egyenlettel megadott fordulopontok kozil a megfeleld,
az éles maximum lecsengd szarara illeszkedik. A kvantummechanikaban megszokott, hogy a
hullamfiiggvény a klasszikusan megszabott hatarfeliileteken talnyalik, azonban lecsengd fliggést
mutat. Hasonlo tulajdonsagot figyelhetiink meg az elektron hullamfiiggvényének rajzulataban is,
példaul haaz ,,F” palyatipust meghatarozo ky, kontrollparamétert hasznalunk. A hullamfliggvény
ekkor a szupravezet6 hatarfeluletérdl valik le, az éles maximum is itt figyelheté meg. A (2.16)
egyenlettel megadott forduldpont most is a ,,fémaximum” lecsengd szarara illeszkedik. Az el-
mondottakat a 2.9. abran figyelhetjik meg. A lyuk hullamfuggvényéroél ebben az esetben csak
annyit emlitink meg, hogy nem mutat osszcillalo jelleget, hanem lecsengd. A fordulopontok egy
a rendszeren Kivili mozgastartomanyt hataroznak meg. A lecsengé hullamfiiggvény tehat mate-
matikailag a fordulopontokon talnyalo hullamfiiggvény lecsengd részének a kovetkezmeénye.

2.5. Konduktancia

Az el6zbekben részletesen megvizsgaltuk magara hagyott szupravezetds rendszeriink le-
hetséges kvantumallapotait. Most aramvezetési kontaktusokat csatlakoztatunk a hullamvezet6hoz
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2.9. bra. Az elektron hullamfiiggvénye k, = —1.2 kg esetében. Ez a konfiguracio az ,,F” tipusd
palyakhoz tartozik. Az abra az elektron megtalalhatésagi valoszinliségét szemlélteti. Az abrat
felulrél a szupravezetd, alulrél pedig a hullamvezet6 fala hatarolja. Az abra adatai: keH = 26.7,
R/H = 1.5; v = 40; % =2

(1.6. &bra). Az igy létrehozott ,,aramkari elem” jol definialt vezetoképességgel rendelkezik, mely
latvanyos fliggést mutat a magneses mez6tél. A tovabbiakban a vezet6képességre probalunk
meg becslést adni kvantumechanikai szamitasokkal, majd az eredményeket 6sszehasonlithatjuk
naiv klasszikus billiardmodelliink eredményeivel. A szamolasok soran Fermi-energiaszinten 1évo
részecskéket fogunk vizsgalni, vagyis azt az esetet, amikor E = 0.

Hatarozzuk meg, hogy az injektoron bevezetett I; aramnak hanyad része tud kijutni a kol-
lektron és az atvezetett aram mekkora fesziiltségkiilonbséget létesit a bemenet &s kimenet
kozott. Amennyiben a kvazirészecskék slrliségét a W spinor irja le, gy a mozgasuk altal
létesitett aramlasslrliségeket a (2.19) egyenlet irja le. Az arams(r(iséget természetesen a mar
meghatarozott modusok segitségével szeretnénk meghatarozni, annak ellenére, hogy a kontak-
tusok jelentds mértékben is befolyasolhatjak a hullamfiiggvényt. Azonban, ha a kontaktusok
méretei 0sszehasonlithatbak a kvazirészecskék Fermi-hullamhosszaval, a hullamfliggvényeket
Kis 6x tavolsagra a kontaktusoktol perturbalatlannak feltételezhetjiik a kontaktusok nélkdli rend-
szerhez képest [6][7]. Ezért a rendszerben Un. pontkontaktusokat hasznalunk. A perturbalatlan
hullamfuiggvények a hatarfeliileten eltlinnek, ezért nemcsak a hullamfiiggvény, hanem annak fal-
menti derivaltja is nulla: ¥ = 0 és %—‘;’ = 0. Ekkor a részecskék toltésarama a kollektor helyén:

=

Az 0sszefliggésben & egy hatarozatlan paraméter. Késébb latjuk, hogy kiesik a Hall-ellenallas
szamolasanal. A hullamfliggvény a kollektorba vezet6 palyak valbszinliségi amplitidoinak az
osszegével kozelithetd. Az egyes palyak jarulékait egy amplitado A, és egy fazisfaktor e'®»
szorzataként kapjuk. A fazisfaktorban szereplé @, fliggvényt a kollektorba érkezd, p — 1 ha-
gyomanyos Utkozési palyak hatasintegraljanak és az extra fazisjarulékainak dsszeszamlalasaval
kapjuk meg:

2 _|0¥h
OX

0¥,
0X

(H,L) (H,L) 2) : (2.23)

q>p=%fpd|+rp. (2.24)

Klasszikusan csak a ,,B” és ,,D” tipust palyakkal tudunk kvazirészecskéket juttatni a kol-
lektorba. A szamolasokat ezekre a modusokra végezziik el. A ,,C” palyatipussal nem foglal-
kozunk, mert az injektoron keresztiil elektronokat vezetiink be, ami kizarja ezt a modust is.
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Erdemes a szamolasokat el&szor csak az elektron hullamfuggvényére elvégezni, mivel megfeleld

modositasokkal a lyukra hasonlo eredményt kell kapnunk. 1gy nyomon kévetve a Fiiggelék C fe-

jezetben kozolt részletes szamolasokat, az elektron hullamfiiggvényére az alabbi 6sszefiiggés
adodik:

0¥,

X

(H.L) = 2ike | > cosapApe™ + > cosapAne®?| . (2.25)

P>pmin Pmax=>P>Pmin

Az egyenletben az A, amplitGdofaktor a (C-1) 0sszefliggéssel adott. A (2.25) egyenletbdl azon-
ban nem konny( kihdmozni azokat az informaciokat, amelyek benniinket érdekelhetnek: a per-
turbalatlan modusok milyen aranyban vesznek részt az aramszallitasban? Kézenfekvének latszik
azt hinni, hogy éppen a moédusok tudnak aramot szallitani, hiszen csak ezek a palyakonfiguraciok
tudnak stacionariusan kialakulni. A (2.25) egyenletben a hullamfuggvény felirasdhoz hasznalt
fazisfaktorok nagyon gyorsan valtoznak az {itkbzési paraméter, p valtoztatasaval. Az interferalo
tagok igy sok helyen teljesen kiolthatjak egymast. Lényeges jarulékot ott kapunk, ahol @ ,-nek
2n -re vonatkozo maradéka elsérendben nem valtozik. A Flggelék C fejezet C.2 szakaszaban
megmutatjuk, hogy a lényeges fazisjarulékok éppen az egyes modusokhoz tartoz6 konfiguraciok
kornyékén vannak és csak ott vannak! Ez nagyon fontos felfedezés! 1gy lehetdségiink adodik,
hogy a (2.25) egyenlet palyadsszegzése helyett attérjiink a modusok szerinti felbontasra:

o%, .
o (H. L) = ~2ik: >

K=B,D n

) cosa AK glntin| (2.26)

A szemiklasszikus kozelitések valaszt adnak arra, hogy az 0sszes lehetséges modus kozil
melyeket kell a (2.26) egyenletben szambavenniink: nemcsak a ,,B” és ,,D” modusokat kell
kivalasztani, de a ,,B” tipustak kozil is csak azokat, melyeknek a csoportsebessége megegye-
zik a ,,D” tipust modusok csoportsebességével. Az ellenkezd iranyba terjedd hullamok ugyanis
nem tudnak aramot szallitani a kollektorba. A hatarpont a 2.3 szakaszban és a Fliggelék D ka-
usztikakkal kapcsolatos szamolasai soran megismert haromszogpalyaban van.

Az egyes modusok szerepérdl az aramszallitasban a (2.26) egyenletben szerepld gyokijel hor-
dozza a Iényeges informaciot. A tobbi szorzotényez6 a fazisfaktoron Kivil csupan az injektalas
modszerének a kdvetkezménye. A gyokjel alatti masodik derivalt azt irja le, hogy a fazis 2n
-re vonatkoztatott maradékfiiggvényére illesztett haranggorbe milyen széles, azaz mekkora a
szorasa. Ezért ha az illesztett haranggorbe keskeny (a derivalt értéke nagy), akkor a hozza tar-
toz6 modus kisebb mértékben vesz részt az aramszallitasban.

Most ratériink a lyukak hatasara is az aramvezetésben. Ebben az esetben is csak a ,,B” és ,,D”
tipust palyak johetnek szamitasba, azonban ezek kozil is csak az utdbbiak tudnak a célba lyu-
kakat szallitani. A hullamfliggvénnyel kapcsolatos részletes szamolasokat a Fiiggelék C C.3 sza-
kaszaban mutatjuk be. Csak annyit emlitiink meg, hogy az elektronra alkalmazott levezetést
csupan a fazis szamolasanal kell modositanunk. A szamolasok a lyuk hullamfiuggvényére az
alabbi 0sszefliggéshez vezetnek:

cosa AD eMntim | (2.27)

n

o%, . . i
— (L) = ~2ik; > sz —




2. FEJEZET - A RENDSZER KVANTUMMECHANIK AJA 23

Becslést adtunk tehat mind az elektron, mind pedig a lyuk hullamfiiggvényére a kollektor helyén.
Az aramot igy mar nagyon konnyen ki tudjuk szamolni a (2.23) egyenlet segitségével. Ha
azonban a kollektoron mérhetd fesziiltséget szeretnénk kiszamolnit, szamitasba kell venniink
a kollektor, mint pontkontaktus vezetOképességét is. Ezzel a Filiggelék D fejezet C.4 sza-
kaszaban foglalkozunk b&vebben, most csak az eredményeket hasznaljuk fel. A pontkontaktus
vezetdkeépessége a (C-31) egyenlet szerint az elektron és lyuk aramara kiilonb6z6 lehet, mert az
elektront tobb modus tudja a kollektorba szallitani. A kollektor fesziiltsége nagyon jol mérhet6
mennyiség, melyet az elmondottak szerint az alabbi 6sszefiiggéssel tudunk megbecsiilni:

(2.28)

0P, 2 P 2
R 1 G R G
¢ Ge e '

A képletben megjelend ¢ hatarozatlan paraméter nem jelent gondot, mert ugyanez a parameéter

T e
;]
2 9
5 ” ol ILERARLARKKAL

LT

0.642 0.644 0.646 0.648 0.65 0.652 0.654 0.656 0.658 _4%(.}04 0.645 0.65 0.655 0.06

B[T] B[T]

(a) A (2.28) egyenlet altal megadott Hall-ellenallés a (b) A klasszikus  billiardmodell  numerikus
magneses mez§ fiiggvényében. Az &bra adatai: v = eredménye a konduktancia magneses mez6tdl vald
40; keH = 26.67; hch =2;L/H=10 fliggésére. Az abra adatai: keH = 26.67; L/H = 10

2.10. abra. A konduktancia magneses mez6t6l vald osszcillalo fliggése.

szerepel a pontkontaktus vezetGképességében is, igy a szamolasok soran egyszertien Kiesik.
A programozasi és mérési feladatokat tekintve a fesziiltség helyett érdemesebb a % ,,Hall-
ellenallast” vizsgalni, vagyis hogy a bevezetett egységnyi aram mekkora fesziltséget indukal
a kollektoron. A (2.28) és egyenlet szamitogépes szimulacidjat a 2.10(a). abra szemlélteti.
Az abran lathatd a palyainterferencias és modusdsszegzéses modszer eredménye egyarant.
(rendre a (2.25) és (2.26) egyenletek) Mint latjuk, a kvantumos eredmények nagyon jo 0ssz-
hangban vannak. A 2.10(b). abran ugyanebben a paramétertartomanyban latjuk a klasszikus
billiardmodell numerikus eredményeit. Mint latjuk, a konduktancia magneses mez6tdl valo
fliggése jelentésen kilonbdzik a kvantumos joslatoktol. Probaljunk valaszt talalni arra, hogy
milyen koriilmények kozott egyezhetnek meg a kvantumos és klasszikus eredmények. A pont-
kontaktus vezet6képessége sok szabad modus esetén nyilvan megegyezik a klasszikus ve-
zetBképességgel. 1gy elég csak a pontkontaktuson atvezetett aramra koncentralnunk. A 2.25
egyenlet a palyainterferencias 0sszegzésen alapuld szemiklasszikus megkdzelitést fogalmazza

LA kisérletekben ezt a mennyiséget tudjuk kdzvetleniil mérni.
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800 \
600y, b

400, 7

B 0
_ZOOWWJWJWJJ Ja

400+ 1

cl

V /1. [Ohm]

-600r b

_8%(.)01 0.0101 0.0102 B rI_]0.0103 0.0104 0.0105

2.11. &bra. A palyak interferenciajaval szamolt konduktancia (fekete szind grafikon) és a klasszi-
kus billiarmodell numerikus eredményei (piros szinl grafikon).

meg:

2
8‘{’e

iD
Z cos apAe™?
p

- Z lcos apA,| + Z Z 2 cos a; Cos ajAiA | oS (®; — D) .
b

i <i

(2.29)

Az egyenletlanc utolso tagjaban az elsé dsszeadand6 a ,,klasszikus jarulékot” jelenti, a masodik
tag pedig az interferenciatagot. Az interferenciatag akkor tlnik el, ha az 6sszegben I1évd tri-
gonometrikus fliggvény argumentumai korrelalatlanok. Ennek sziikséges feltétele egyrészt az,
hogy nagyon sok fazistag legyen, vagyis nagyon sokféleképpen lehessen eljutni a kollektorba.
Ez kis magneses mezokre lesz érvényes, azaz nagy gorbileti sugarak mellett. A Fliggelék C
fejezet C.5 szakaszaban megmutatjuk, hogy ekkor @ ~ R?, vagyis nagyok lesznek a fazisok.
Igy valbban jogosnak latszik azt allitani, hogy a fa2|stagok korrelalatlanok lesznek és az in-

terferenciatag elhanyagolhatd lesz a klasszikus jarulék mellett. A teljesség kedvéért azonban

meg kell mutatnunk azt is, hogy a fazistagok egyutthatoi (|Ap|2) egyenl6 nagysagrendiek lesz-
nek. A (C-1) 0sszefuiggésbol konnyen latszik, hogy az amplitadofaktor négyzete legalabb 1/p
utemben csokken. (Ez teszi konvergenssé a végetlen 0sszegzést.) Nagy gorbileti sugarak esetén
csak sok (tkozés utan juthatunk el a kollektorba. Nagy p-k esetén viszont a lecsengd amp-
litidofaktor mar nem valtozik sokat, ezért valoban azonos nagysagrendl korrelalatlan tagokat
kapunk az interferenciatag szummajaban. A 2.11. dbra numerikusan is alatamasztja analitikus
érveléseinket. Latjuk, hogy kis magneses mez0 esetén a kvantumos és klasszikus szemléletmod
j6 kozelitéssel ugyanarra az eredményre vezet. A hullamvezet6 vastagsagaval 6sszemérhet6 cik-
lotronsugar esetében az 6sszegzésben Kis litkozésszamok is megjelennek, valamit a fazisok sem
lesznek teljesen korrelalatlanok. A 0sszegzésben a lecsengd amplitidotag miatt csak az elsd
néhany osszeadando lesz lényeges.
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2.6. Osszefoglalas

A dolgozatban részletesen megvizsgaltuk a szupravezetdvel hatéarolt, homogén magneses
térbe helyezett, ,,végtelen” szalag geometriaja hullamvezet6 stacionarius allapotait: az elekt-
ronszer( és lyukszer( allapotok egyuttes energiaspektrumaban szemiklasszikus kozelitésekkel
azonositottuk az egyes modustipusokat. Ez az eljaras lehet6séget adott arra, hogy WKB
kozelitési elveknek megfelel6en kivalasszuk azokat az allapotokat, melyek aktivan részt vesz-
nek a rendszerhez csatlakoztatott pontkontaktusok kozti aramatvitelben. Megmutattuk, hogy
az aramvezetés, illetve a ténylegesen mérhetd ,,Hall-ellenallas” a magneses mezdnek hevesen
osszcillalo fuggvénye. A kvantumos interferenciaeffektusok nagymértékben befolyasoljak az
eredményeket, a klasszikus hataresetet csupan nagyon kicsi magneses mezok esetén kapjuk
vissza. A dolgozatban vizsgalt elrendezés Kisérleti megvalositasa realis. A mért konduktancia
heves osszcillalasa nemcsak Ujabb bizonyitéka lehetne az Andreev-reflexionak, de specialis el-
rendezésnél a rendszer gyakorlati alkalmazasa is elképzelhet6.
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Flggelek A - A hullamflggveny

A.l. Hullamfiiggvéeny a hagyomanyos hullamvezetoben

Az altalanos esetet tekintve az alabbi sajatértékegyenletet kell megoldanunk mind a ha-
gyomanyos hullamvezet6, mind pedig a szupravezeté tartomanyban[8]:

Ho A 3
(A* —HS)T =EVY, (A-1)
ahol ¥ egy kétkomponensi spinor. (Az els6 komponense elektronszer(, a masodik kompo-
nense pedig lyukszerd.) EI6szor hatarozzuk meg a hullamfiiggvény alakjat a hullamvezet6 tar-
tomanyban. Ekkor A = 0, hisz ez csak a szupravezet6re gapje. Végil is az alabbi egyenlethez
jutunk:

)
Ho 0 dgmo _pym oo (Fe (A-2)
0 -H;

ahol a Hy operatorra érvényes:

HOZ

2
p-A
u -EM, (A-3)

2My

Mivel a matrixoperator diagonalis, a ¥™ spinor komponenseire egymastol fiiggetlen, de ugyan-
olyan alak( egyenleteket kapunk. Ez Kicsit egyszerdsiti a helyzetet. Mielott azonban meg-
kezdenénk a szamolasokat, meg kell adnunk a vektorpotencial alakjat. Erdemes Coulomb-
mértékben dolgoznunk, hisz ekkor pA = Ap épp divA = 0 -nak kdszonhetéen. Nyilvan A nem
fligghet z -t6l, hisz kétdimenzibs problémat vizsgalunk. Ha szeretnénk megdrizni a rendszer y
iranyl eltolas invarianciajat is, akkor A y -tol sem fligghet. Tovabbi feltételek, hogy rotA = B
egy z irany( homogeén tér, valamint div A = 0. Mindebbdl elég kdnnyen adodik a vektorpotencial:

0
A =B|Xx]. (A-4)
0
Ha behelyettesitjilk a vektorpotencialt az (A-3) egyenletbe, akkor az alabbi operatorhoz jutunk?:
1 5 .\ ~€Bh AN
Ho = 5 [—h(ax +0F) = 2= Xy + (T) x2|-EM. (A-5)

2Feltessziik, hogy a probléma sikbeli, vagyis az impulzusoperator harmadik komponensétél eltekintiink.
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A megoldand6 egyenletiink pedig:
Ho?(M = E vV (A-6)

A megoldasokat keressiik szorzat alakban: ¥ = y.(y)®M (x):

HO\PgN) =

1 ., . .eBh_ eB\?
- ot o o7)- 2ot o2 o] - e -
= E/\/eCI)gN) .

_2myedY P

Vezessiik be a k(FN) -—— Fermi-hullamszam jelolést. Ekkor az el6z6 egyenlet atirhato:

1. (A7)

Ly 1 o eBn oy (_eB ‘., E .
kKZxe k2 oY imycEN xe  (kVnc EM
ve(X) helyébe egyszer(i probafiiggvényt helyettesithetiink: y.(y) = e*™*.3 Mivel y iranyban nincs

hatarfeltételiink, egy folytonos parameétert kaptunk k, személyében. Ekkor az egyenletiink az
alabbi modon egyszerlsodik:

2
(N)”” _ eB 2 (N)2 eBh _ i (N)2 ) (N) _ )
@ [(kﬁ‘)hc] X2 - K —mNcE(FN)kyx 2+ W2 _ieflo®=0.  (A-8)
Most alakitsuk at a ®{"" — (ax? + Bx + y) ") = 0 alaki egyenletiinket

oM — (%g(x)2 +a)®{") = 0 alakira. Rovid szamolassal adodik:
X—X E Vo

- V2 . A-9

f=V2= . a (ha)c T2 ) (A-9)

7

Az osszefuiggésekben (mint ahogy azt a kés6bbiekben latni fogjuk) célszer( volt bevezetni az
alabbi paramétereket:

o L= % tavolsag dimenzioja, Gn. karakterisztikus magneses tavolsag.

e X = Sign(eB)L?k, - Szemléletes jelentését az A-1. abran lahatd, mely az elektron korpalya-
mozgasat mutatja. Hasonl6 haromszdgek oldalainak aranyat felirva % = % adodik. Rovid

F
szamolassal kideril, hogy X = Sign(eB)L?k,, ami éppen a bevezetett paraméter. A keresett

szemléletes jelentés tehat a klasszikus ciklotron palya kdzéppontjanak oordinataja, amit
gyakran guiding-centernek neveznek az irodalomban.

o w. = LBl aklasszikus ciklotron korfrekvencia.

mncC’

$Megjegyezziik, hogy a teljes képhez hozzatartozna még egy tetszéleges konstans fazisfaktor is az exponencialis
fuggvény kitev6jében. Ez a faktor egyszer(en csak az y tengely menti eltolasnak felelne meg, de beolvaszthatjuk az
altalanos megoldashoz tartoz6 konstans egyutthatoba is, ezért nem kell ezzel térédniink.



FucGeLEK A - HULLAMFUGGVENY 31

(N)
e vy = == - Egy végtelen kiterjedésli kozegben melyben homogén magneses mezot keltlink

az energiaszintek 7w, kozonként kovetik egymast[15]. Ha a palyak energiajanak fels6
korlatja a Fermi-energia, a lehetséges allapotok szama kozelitéleg v, lesz, mivel minden
energiaju palyat két elektron tud betolteni.

A-1. dbra. Az elektron klasszikus kdrmozgasa.

Vegyik észre, hogy az el6z6 lépéssel egyttal dimenzibtlanitottuk is az (A-8) egyenletiinket, és

az alabbit kapjuk:
2ol [1, (E w
— |28 - |—+ 2 ||oM =0, A-1

de2 [ ¢ (hwc+'2)] e =0 (A-10)

Egy parabolikus hengerdifferencialegyenlethez jutottunk, melynek altalanos megoldasa konflu-
ens hipergeometrikus fliggvények [10] segitségével irhato fel:

&2 33¢& 2 11 &
oMN(¢£) = TR (2 Be 7 ,F =, = : A-11
€)=Ace 11(2 127 +be 112 77 ( )

Az egyenletekben szerepl6 paraméterek az (A-9) egyenlettel adottak, a konfluens hipergeomet-
rikus fuggvények pedig az alabbi modon allnak eld:

1F1(a b Z) =1+

a(a+1)z2 "':Z(a)ka (A-12)

Tbb+1)2 O

ahol (a)x és (b)x az 4n. Pochhammer-szimbolumok:

I'(x+ n)
I(x)

Sajnos, a helyzet korantsem olyan egyszer(i, mint ahogy az els6 pillantasra tlinik. A hiper-
geometrikus fliggvényeket ugyanis nagyon nehéz numerikusan kezelni. A fliggvények ugyan
& ~ 0 kornyékén ,,jambor” modon viselkednek, de egy kritikus értéket meghaladva a fliggetlen
valtozoval, még az exponencialis fliggvénynél is joval meredekebben valtoznak; ,,elszéllnak” a
végtelenbe. Ezért egy Kicsit modositjuk a megoldasunkat. A mar megismert partikularis meg-
oldasokat linearkombinaljuk, igy jutunk el a Whittaker-fliggvényhez[10]:

X)) = X(Xx+1)...(x+1-n).

U(a,é) —cos( (Ll1 2))Y1(a &) - sm( (Ll1 2))Y2(a &), (A-13)
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illetve:
V(ag) = —— [sin (7r(1 + 9)) Yy(a, &) + cos (n(E + 9)) Ya(a, g)] . (A-14)
r(i-a) 4" 2 4" 2
Az osszefliggésekben:
1T(3-3) 2 (a 11&)\
Y1 = 7%2%—*%6 1F1 (E + 12 ?) ; (A-15)
1T(3-%) o (a 33¢
Yz = % 2%_% fe 1F1 (E + Z, E, ?) . (A-lG)

A bevezetett fliggvényeknek a kovetkezd el6nyos tulajdonsaguk van: lim U = 0és limV = .

X—00 X—00

Ezen kivil a szakirodalom sokkal tobb modszert kinal analitikus kozelitésekre a Whittaker-
fliggvények esetében[10]. Ezekre a lehetoségekre a késObbiekben még sziikségiink lesz. A
modositott megoldasunk tehat:

oM(E) =AU(a,é€) +BV(a,¢). (A-17)

A megoldashoz természetesen hozzatartoznak a megkerilhetetlen hatarfeltételek is. Helyezziik
az x tengely kezd@pontjat a szupravezetd és a hagyomanyos hullamvezetd hatarfellletére. A
hullamvezeté masik hatarfeliiletén (x = H) a hullamfliggvény azonosan 0 kell legyen a végtelen
potenciélfal hatarfeltételnek megfelelSen. Az (A-17) egyenlettel megadott ®{V) fliggvényben sze-
repl6 egyitthatokra ez az alabbi megkotést jelenti:

5:E:_U(a’§'*)-
A V(a,&n) '
H H_ X (A-18)
Ehn=&X=H)= vV2———— .

L

Az x = 0 hatarfeluleten a hullamfiiggvényt természetesen illesztenunk kell a szupravezetben
kiszamolt hullamfiiggvénnyel. Ezt itt még nem tudjuk elvégezni, majd késbébbre hagyjuk. Ossze-
gezve, az (A-17) egyenlettel adott megoldas az alabbi modon adhatdo meg:

oMV(€) = A(U(a. &) + BV (a.£)) . (A-19)
Ekkor a teljes megoldas:
YY) = A(U(a. &) +B V(a,£)) e . (A-20)
A megoldasban szerepl6 B,a és £(x) paraméterek az (A-18) és (A-9) egyenletekkel adottak.

A ¥MN) spinor masodik komponensére vonatkozo egyenlet, mint ahogy mar mondtuk, nagyon
hasonl6 az els6 komponensre vonatkozo egyenlethez*:

~H¥M(x,y) = E ¥M(x,y) . (A-21)

4Nézziik az (A-2) egyenletet.
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Az (A-3) egyenlet segitségével kdnnyen meggydzddhetlink arrol is, hogy:

p+§A2
i)

H; = Ho(-B) =~

(A-22)

Ha az (A-21) egyenletben figyelembe vessziik a felbukkanb negativ el&jelet is, akkor a ‘I’E]N)
megoldas kdnnyen adodik:

A
PO(xy) = K: ¥y (-B, -E), (A-23)

illetve:
oM(x) = oN(-B, -E) . (A-24)

Osszegezve: Az (A-23) és (A-20) egyenletekkel megadtuk a hullamvezet8ben rendre a lyuk és
az elektron hullamfuggvényének altalanos alakjat. Ezek utan a szamolasokat a szupravezet0s
tartomanyban folytatjuk.

A.2. Hullamfiggveny a szupravezet Oben

Kiindulasi 0sszefliggésiink az (A-1) egyenlet:

Ho A )yo -k wo © _ (¥ ]
(A* —H(’;)‘P —EVY wO = ¥ (A-25)

Az egyszerliség kedvéért nem vesszilk figyelembe a magneses mezd exponencialisan lecsiingd
behatolasat a szupravezetobe. A konnyebb megértés érdekében az egész tartomanyban nullanak
tekintjiik.> Ekkor a fenti egyenletben szerepl@ operatorok nagyon egyszer(iek:

p? S
Ho = o ES). (A-26)

Megjegyezziik, hogy az bsszefiiggésekben az ms effektiv témeg és az E®) Fermi-energia nem
feltétleniil egyezik meg a hagyoméanyos hullamvezetben felvett értékekkel. (Ebb6l adodoban a
Fermi-hullamszam is mas lesz.) Tovabbi bonyodalmat okoz a szamolasokban, hogy a szuprave-
zet6ben A # 0. Tegyilk fel azonban, hogy A valos, azaz A* = A. A ¥® spinor komponenseire
ebben az esetben 6sszefligg6, de még szeparalhatd egyenleteket kapunk. A megoldast most is

szorzat alakban keressuk: .
D¢’ (x)
¥ = (G0 )
Ekkor a differencialegyenlet-rendszer:

W 2 )
-——x CDgs) - —chg” - E,(:s))(cl)gs) + A)(CI)EIS) = E)(CD,(BS) (A-27)
2mg 2mg
TINC WG RN W) ©) ©)
Z_mSX O + Z_mSXCDh +EL D + Ay®g’ = Ex®@;7 . (A-28)

SEzzel nem sértjilk meg a potencial folytonossagat sem.
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Az el6z6 alfejezethez hasonloan a y(x) fuiggvény legyen y = e alakl. Bevezetve az ) = %

=

, 2 ©) . . L s Y fes 2
ésa k(Fs) = % Fermi-hullamszam jeldléseket, az el6z6 egyenletrendszer az alabbi modon
modosul:
k2 1 o®) A ®®)
(sy)z T L6)2 ORI S ) (A-29)
K kS)*? g EF) @f
Y = ®) > (A-30)

- + - —= :
2 2 =(S) (S) w(S)
k'(:s) kl(:S) (I)h EF (Dh

Az egyenletrendszernek matematikailag négy fiiggetlen megoldasa van. Ezek linearkombinacioja
az altalanos megoldas. Koziilik azonban csak kett0 teljesiti a hatarfeltételeket: megkdveteljuk,
hogy a hullamfiiggvény x — —oo -ben legyen nulla. Az egyes fuiggetlen megoldasok gk X
alaktak. A kitevokben szerepld elGjelek kozil csak az egyik elégitheti ki az elobb emlitett

hatarfeltételt kuilon-kiilon k¢ és ki esetében. Ezért marad csak két fliggetlen megoldas, melyek
segitségével az altalanos megoldas az alabbi modon irhato fel:

dO)(x) = C, (71) dS)(x) + C._ (yl) OS)(x) . (A-31)

Differencialszamitasi alapismereteket felhasznalva az ismeretlen 0% és cI)(f) fliggvények, me-
lyek tudjak a hatarfeltételt is, az alabbi alak(ak:

k2 kj
o) = exp(ikS) 1- k(Ty>z - inx] . o= exp(—ikés)\ 1- k(Ty)z + inX] . (A3
= F

Az osszefliggésekben:
VAZ _ E2
—— -
E®)
Sziikségiink van még az (A-31) egyenletben szerepls y(.) egylitthatokra. Az egyenletrendszer
megoldasa soran ezekre a kdvetkez6t kapjuk:
A A
Y+ = Y- = : (A-33)

" E+iVAZ-E2 E —iVAZ- E2
\Vegyik észre, hogy a megoldasban szerepld mennyiségekre érvényes:

y. =y, 0% =08-E) =0®E) . (A-34)

Ezeket a tulajdonsagokat késébb még felhasznaljuk. Mindent egybevetve a hullamfuggény az
alabbi formulaval adott:

]7:

¥O = [c+ (71) o®(x) + C_ (yl) CD(_S)(X)] el . (A-35)
Az dsszefliggésben lathatban csatolva vannak egymassal az elektron- és lyukszer( komponensek.
Ez a tény is mutatja, hogy a szupravezet6ben nem lehet kiilonbséget tenni az elektronaram és a
lyukaram kozott.
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A.3. A hullamfliggvéenyek illesztése a hatarfellileten

A szupravezetd hatarfelliletén a hullamfliggvények az alabbi egyenleteket elégitik ki[14]:

\II(N)| — \I;(S)|
= x=0
d m 2m (A-36)
& [‘I’(N) - m—:‘l’(s)] = 7L1—2'“UO‘I'(N>|X:O vy, Ky .
x=0

Az els6 egyenlet egyszer(ien a hullamfliggvény folytonossagat kdveteli meg, a masodik egyenlet
pedig a Schrodinger-egyenlet integralja a hatarfeliileten. Legyenek a ¥ spinor komponensei u
és v. Ekkor a Schrodinger-egyenletnek két ,,egyforma” komponense van. Integraljuk kozilik az
egyiket az A-2. abran lathato kicsi (—&, &) intervallumon:

& 2 2
fdx( ;l 32 EFu+Av) fEu dx .

Mivel az integralasi tartomany hataratmenetben 0, csak az alabbi differencialis tag maradhat meg
integralas utan:

n? oul’ 0 2 ou®  n?2 ou
‘[ﬁ&]_ B “(2m<5> ax  2mMN Hx )

Ha hozzavesziink még az el6zbekben felirt integralegyenlethez egy V. = Uyd(x) Dirac-delta
-szer(i potencialfalat is a hullamvezet6 oldalon, éppen a felirt hatarfeltételhez jutunk. A Dirac-
delta szer( potencialfallal a hatarfeltileten kialakul6 oxidréteget modellezziik. Idealis esetben ez-
zel nem kell foglalkoznunk. A Schrodinger-egyenlet masik komponense teljesen analog modon
adodik. Az (A-36) egyenletrendszernek a megoldasaval kapjuk meg az (A-20),(A-23) és az (A-

A-2. dbra. A hullamfiigvény-atmenet a hullamvezetd (N) és a szupravezetd (S) hatarfeltiletén.

35) egyenletekben szerepld Ac, Ay, Ce és Cy, egylitthatOkat. Lathatdan egy linearis egyenletrend-
szert kell megoldanunk. Akkor kapunk trivialistol kiilonb6zd megoldast, ha az egyenletrendszer
matrixanak a determinansa 0. A szamolasok konnyitéséért bevezetjik a Z = 2’““ Uy jelOlést:

oM 0 —0%)y, —0B)y_
0 q)t(1N) _q)(s) —(D(S)
=0.
%(DgN) 0 — [Zq)(s) ml;l d q)(s)] —y_ [Z(D(S) mN ddxq)(s)]

d M) ) L my d ) ) L mvd p©)
0 LolV -[zo®+m cD] ~[z0®) + mLo®)] |

ms dx ms dx
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A felirt 4 x 4 -es determinans nehezen kezelhetd, még numerikusan is. Ne feledjik el ugyanis,
hogy ezzel a feltétellel elvileg egy E(ky) fuggvényt kellene kapnunk. Egy Kis ligyeskedéssel je-
lentGsen megkonnyithetnénk a munkankat: A determinans szerinti elsd és harmadik, ill. masodik
és negyedik egyenletekbdl kikiiszobolhetjik A, -t és A, -t. EKkor az alabbi egyenletrendszeriink
marad:

{q)(N) [Zd)(s) dd q)(s)] - (dicl)gN)) CDE;S)} v.Ci+
Ms x=0
d d
Mg X x=0

{@,ﬂm [Zd)(f) L dd | -
Ms

( d @gm) cb(f)} Cit
dx x=0

+{ oM zo®) + v g ic1>ﬁN) o®? C.=0. (A-38)
ms dx dx 0

Vagy egy Kicsit egyszeriibb formaban:

D1y, Ci+Dyy_-C_=0
1Y+ “r 2y (A-39)
D3C++D4C_:O.
Az egyenletrendszer matrixanak determinansa nulla kell legyen nem trivialis megoldasok esetén:
D1Dsy, — D2D3y- =0. (A-40)

Most tudjuk majd hasznat venni az (A-24) és az (A-34) Osszefuiggésekkel megadott tulaj-
donsagoknak:

oM™ = oM (-B,-E),
o = o®(-E) = 0®)(E)", (A-41)
Y=Y

Az (A-37),(A-38) és az (A-39) Osszefliggések és a fentiekben felirt azonossagok segitségével
kdnnyen utanagondolhatunk, hogy:

Di=D; D;=D, Dj=Du-B,-E). (A-42)

Az (A-40) dsszefliggéssel adott feltétel ekkor az alabbi alakot olti:

3{D:Dyy.} =0]. (A-43)

Az Osszefliggésben J(z) a z komplex szam képzetes részét jeloli. Tovabba:

q)gN) q)(s)
N S S
%q)'(e) Zq)gr) mNd(D()

ms dx

D; = és: Dy =Dy(-B,-E)". (A-44)



Flggelek B - Szemiklasszikus kozelitések

A szemiklasszikus kozelitések azért fontosak, hogy szemléletes képet kapjunk az egzakt
kvantummechanika eredményeir6l. A hagyomanyos szemléletben sikhullamokat rendeliink a
,,darabos” részecskékhez. Ezekben a hozzarendelésekben a sikhullam fazisfiiggvénye hordozza
azokat az informéaciokat, melyek a részecskék leirasahoz sziikségesek.

A szamolasok elején megmutatjuk, hogy ha E jo megoldasa a hatarfeltételnek, akkor —E is jo
sajatérték, csak éppen mas hullamfiiggvényekkel. A pontos allitas a kovetkezo:

[0 - () e

Az allitds konnyen belathat6: Ha vesszik az els6 matrixegyenlet els6 egyenletének a kon-
jugaltjat, akkor épp a masodik matrixegyenlet masodik egyenletét kapjuk. Hasonl6an, ha az els6
matrixegyenlet masodik egyenletét konjugaljuk, akkor a masodik matrixegyenlet elsé egyen-
letével ekvivalens egyenletet kapunk. Ebbdl adodoan elegendd a szekularis egyenlet pozitiv
gyokeivel foglalkoznunk. Vegyuk észre, hogy a fenti allitasban egyuttal megadtuk a negativ
sajatértékekhez tartoz6 sajatfliggvényeket is.

B.1. Andreev-fazistolas

A szemiklasszikus kozelitések soran a részecskék hullamfiiggvényét sikhullamokkal kdzelitjik.
Ez a kozelités elvarasaink szerint azonos pontossagi szintdi, mint a kdvetkezd szakaszban targyalt
Bohr-Sommerfeld -féle kvantalasi feltétel, azaz mindkét esetben ugyanahhoz a kvantalasi egyen-
lethez jutunk el. Az utbbbinak az az elénye, hogy az egyenletben szerepl6 egyes tagoknak
konkrét fizikai jelentést tulajdonitunk. Térjink vissza az (A-10) egyenlettel megadott diffe-

rencialegyenlethez:
2ol [1, (E w
— =& -|—+ - ||[oMV =0.
dé&? [ ¢ (ha)c " 2)] ¢
Ennek az egyenletnek voltak a megoldasai a Whittaker-figgvények. Most azonban a sze-

miklasszikus kozelit6 megoldasokat keressik. Optikai analogia alapjan eikonal-kozelitést
alkalmazunk[11]. Legyen

_ E Yo 1
Q) = (h_wc + E) = Zfz : (B-2)
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Ekkor az el6z6 differencialegyenlet:

d2af

Amennyiben +/|Q(&] egy lassan valtoz6 fliggvény, (gy a differencialegyenlet kdzelité megoldasa:
oM™ ~ Exp|i f VIQW@)| d?| . (B-3)
£

A /|Q(¢| fuggvény valtozasi itemét a v, kvantumparaméter szabalyozza. Minél nagyobb a
kontrollparaméter, a derivalt annal kisebb. Tehat szemiklasszikus kozelitéseink nagy kvan-
tumszamok mellett lesznek érvényesek, ahogy ez varhat6 is. A (B-4) 6sszefuiggés az (A-10)
differencialegyenlet két fliggetlen partikularis megoldasat foglalja magaba:

£() £(x)

U; = CoS f VIQ(®)|dY U, = sin f VIQ®)| dd (B-4)

@) )

Ezek a partikularis megoldasok rendre a Whittaker-fliggvények (U és V) fazistagjainak
a kozelitései[12]. A (B-4) egyenletben 7% a (2.17) egyenlettel megadott klasszikus for-
duldpont[15]. A tovabbiakban azzal a hatéresettel foglalkozunk ebben a szakaszban, amikor a
hullamvezet6 végtelenil vastag. Ekkor az U fiiggvény lecsengése miatt a masik fliggetlen meg-
oldasra (V flggvény) nem lesz sziikségiink, mert a hatarfeltétel asszimptotikusan magatol tel-
jesul. (A hullamvezetd atellenes oldalan a hullamfuggvény Dirichlet-hatarfeltételt elégit ki.) Az
U fliggvény kozelitd formulajat behelyettesitjik a (2.11) egyenlettel adott hatarfeltételbe, majd
szinte gépiesen kifejtve a determinansokat az alabbi egyenlet adodik:

A? - E? e h
3(:DiDa) =0 &= -— COS(go —50)—

E_. e h
—Ksm(<p —¢") =0,
ahol ¢® és ¢" az elektron- és lyukszer( allapotok fazisait jeloli a szupravezetd hatarfeliiletén:

£(0) 0

leB|
SOe:fWQ(ﬁNdﬁ:?f RZ - (x=X)* dx =
&%) ™ (B-5)
- X
eBIRZ (= . x sin(2asin ) om(Er + E)
= | _tasin —+ —————¢4 ahol: R
n2l2 ¥R T 2 i eB]

A lyukszer(i allapotok fazisat a mar megszokott valtozocserével kapjuk: ¢" = ¢%(-B, —E).
Az 0Osszefliggésekben megjelend X paraméter a klasszikus ciklotron kodzéppont ordinatajat
jeloli ((A-9) egyenlet). A szamolasokat a hataresetnek megfelel6en az ,,A” tipusi modusokra
(B-1. abra) végeztik el. A tobbi tipust palyakonfiguracid analdog modon adodik, csupéan



FUGGELEK B - ENERGIASPEKTRUM 39

a fordulopontokat kell megfeleléen megvalasztanunk elektronszer( és lyukszer( allapotokra
egyarant, valamint a masik fliggetlen megoldastol sem szabad eltekintenlink. A trigonometrikus
fliggvények argumentumat elsé rendben sorbafejtve:

E ~ x sin(2asin %
¢ — "= —— g —keR|asin = + M : (B-6)
hiw, R 2

aholR = er:BElF a klasszikus ciklotronsugar és w, = %F a ciklotron-korfrekvencia. VVégezetul pedig

a (2.11) egyenletben Iévo determinansok Kifejtésével egy kis rendezéssel a kovetkezot kapjuk:

E _ sin(2asin & E
h—wczr + keR (asm R + #) — acos X" nr nez. (B-7)

A részecskék klasszikus értelemben periodikus mozgast végeznek x iranyban. A soron kovetkezd
szamolasokkal megmutatjuk, hogy a (B-7) egyenlet atirhatd

1 E
£56px dx—2acosK = 2nm nez (B-8)

alaklra, ahol py a kanonikus impulzus x vetilete. Az integral nem mas, mint a kvazirészecskék
hatasintegralja a palyak x vetiletére egy periodus alatt. A (B-8) egyenlet a Bohr-Sommerfeld
-fele kvantalasi feltételt jelenti[15]. Az egyenlet bal oldalan a hatasintegral melletti tag a
kvantalasi feltételben megjelend extra fazistaggal egyenld. A kvazirészecskék mozgasat a B-
1. abra szemlélteti. A mozgas korivek unidjaként all el6. Az egyes korivek pontjainak koor-
dinatai: v v
X=X+—= y=Y--2. (B-9)
We We
Ahol [X,Y] az egyes korivek kozéppontjanak koordinatait, [vy,vy] pedig a kvazirészecskék
aktualis sebességeét jeldli; w. a mar régen megismert ciklotron korfrekvenciaval egyenl6. Klasszi-
kusan egy részecske impulzusa:

Px = MVy = Mae(Y —Y) = Mwe VR? = (X = X)?,

ahol R a palya ciklotron sugara. Mivel a vektorpotencialnak nincs x irany komponense, a
kanonikus impulzus x vetlilete megegyezik a klasszikus impulzus megfeleld vetiletével. A
hatasintegralt szétbontjuk két részre: elektronszer(re és lyukszerire. A teljes hatdshoz minde-
kett§ sziikséges®, de mivel ugyan(gy szamolhatoak ki, csak az elektronszer(it vezetjiik le:

R+X

1 B
- 95 —ZEf\/RZ (X - )de_le g2 72T+asm

h

sin(2 asin é)

= . . (B-10)

elektron

Az el6z6 egyenletben nem mast szamoltunk ki, mint a B-1. abran bejeldlt, az elektron mozgasa
soran hatarolt terilet fluxusat 72/e egységben. A Bohr-Sommerfeld -féle kvantalasi feltétel ekkor
szemléletesen a palyak altal hatarolt fluxus nagysagat kvantalja meg.

6Egy periddusban mindekettd megjelenik.
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Lyukra a hatasintegral egyszeriien egy X — —X &és E — —E cserével kaphatd meg. Az elekt-
ronnak és a lyuknak kicsit eltér a totalis energiaja (xEr + E), igy a korpalyak sugarai sem
lesznek azonosak. Az el6z0 egyenletet ezért a pontossag kedvéért el kell latnunk megfelel6
Re = R(E), Ry = R(-E) jeldlésekkel. Megjegyezziik, hogy a ciklotronkdzéppont oordinataja
(X) egy el6jel erejéig flggetlen attol, hogy lyukroél vagy elektronrdl van-e sz6. Ezért nem kell
ellatnunk megkulonboztet6 indexekkel. Az ered hatast az elektronszer( és lyukszer komponen-
sek osszege adja. Mivel azonban a lyuknak negativ effektiv témege van’, a kiszamolt fluxusokat
pontosabban ki kell vonnunk egymasbol:

_|eB] sin (2asin é—z)) |EB|R2(7T _x, sin(2asin ‘R—’E“)]
VTR : _

s = PR 2 asin 26
- e2+aS|nRe+ 5

— 4 asin +
2 Rn 2

Rovid szamoléassal:

2E . X
S = P— + 2keR [asm R + (B-11)

2

wWe

sin(2 asin é)]

ahol az index nélkili mennyiségek Er abszolUt energiajl részecskére vonatkoznak. A rendezések
soran felhasznaltuk, hogy jol viselkedd fliggvényre igaz (E < Ef):

F(E) + f(<E) ~ 2£(0) + ﬂ' e+ I ey = 21(0).
dE g0

E=0

dE

Az eredményt behelyettesitve a (B-8) egyenletbe épp a (B-7) egyenletet kapjuk vissza. Az ei-
konal-kozelités és a Bohr-Sommerfeld -féle kvantalasi feltétel tehat egyenrangl kozelitések. Ez
nyilvanvalban igaz az 6sszes tobbi modusra is.

Az eredmények egyezésével a Bohr-Sommerfeld -féle kvantalasi feltételben megjelené extra
fazistagra derithetlink fényt: az elektron-lyuk paros y, = —acos % fazistolast kap, ha a szuprave-
zet6 fellletén Utkoznek. Mivel a mi esetiinkben egy periddus alatt két Uitkozés zajlik le, 6sszesen
kétszer kell ezt a fazistolast szambavenniink. A Bohr-Sommerfeld -kozelitések soran a kausz-
tikak nem adnak jarulékot, mivel szimmetriai okok miatt az elektronok és lyukak ugyanannyi
kausztikat érintenek egy periddus alatt és kioltjak egymas hatasat.

B.2. Bohr-Sommerfeld -fée kvantalas feltéetelek
AA”  tipusl palyak:

Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

Az elektronok nem érnek le a hullamvezet6 falaig: ¢ =H
A lyukak sem érnek le a hullamvezet6 falaig: ™ < H
A szupravezet6hdz mindketten hozzéérnek: . =0

" A magyarazat a dolgozat bevezet6jében szerepel.
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A Szupravezet6
L )
.

A hullamvezetd hatara

B-1. abra. ,,A” tipus( palya

A hatast az el6z6 szakaszban mar kiszamoltuk:

oF ~x  sin(2asin %
S=-—n+ 2kFR[asm =+ %J , (B-12)
C

A vy fazisfaktor ebben az esetben a szupravezeto feliilletén vald Utkozésekbdl és a kausztikak
érintésébdl tevddik dssze. Ez utdbbibol nem kapunk jarulékot, mert a lyukak és elektronok szim-
metriai okok miatt ugyanannyi kausztikat érintenek. Az el6z6 szakaszban megmutattuk, hogy a
két Andreev-reflexiobol a palyak
E
v = —2acos X (B-13)
fazisjarulékot szedhetnek 6ssze. Mindent 0sszerakva a kvantumfeltétel:
E ) X sin(2asin é)
+keR|asin = + ——=
oo R 2

E
— acos X" nr nez. (B-14)

,B” tipusi palyak:

B Szupravezet6

T,

— ([

A hulldmvezetd hatdra
B-2. abra. ,,B” tipusu palya

Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

Az elektronok leérnek a hullamvezet6 falaig: ¢ =H
A lyukak nem érnek le a hullamvezet6 falaig: ™ <H
A szupravezet6hdz mindketten hozzaérnek: 1" =0

A hatas rovid szamolas utan adodik:

sin (2 asin sin(2asin 2
(EF + E) (asin @ + %) — (Er - E)g M

2
S8 = o >

. X
+ 2keR [asm R +
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Az egyenletben:

H-X VZIMI(Er + E) N
- R. = R=——— . B-15
T TR ¢ eB] eB] (B-15)

Még egyszer megjegyezziik, hogy a ciklotronkzéppont oordinataja (X) egy eldjel erejéig fligget-
len att6l, hogy lyukrol vagy elektronr6l van-e sz6. Ezért nem kell ellatnunk megkiilonbdztet6
indexekkel. Ekkor a kvantalasi feltétel:

Sg+vy=2nn nez. (B-16)

A v fazisfaktor egyrészt a szupravezetd fellletén tortend ttkdzés miatt killonbozik nullatol, de
nem szabad megfeledkezniink arrol sem, hogy az elektron a hullamvezet6 atellenes oldalan
is Utkozik egy végtelen potencialfallal, valamint a kvazirészecskék palyainak kausztikaibol is
adodik jarulék. (A Flggelék D fejezetben a kausztikaval kapcsolatos szamolasaink szerint a
,,B” tipust palyakban csak a lyuk dsszetevének van kausztikaja) Mindent dsszevetve, az el6z6
kvantalasi feltétel:

E
SB—2acosZ+§7r:27rn nez. (B-17)

,C” tipusl palyak:

C Szupravezetd

A hullamvezetd hatara

B-3. abra. ,,C” tipusu palya
Ezek a palyak akkor valosulnak meg, ha:

Az elektronok nem érnek le a hullamvezetd falaig ¢ <H
A lyukak leérnek a hullamvezet6 falaig ™ =H
A szupravezetohdz mindketten hozzaérnek: 7%, 7" =0

A hatas rovid szamolas utan adodik:

sin(2asin sin(2asin £
Sc = (EF"'E)E—(EF—E) aSinah+& + 2keR asin—+—( R)
how, 2 R 2
Az egyenletben:
H+ X V2IM[(EF — E) VZIm[Er
o= 1 R, = Im| (Er — E) R_ V2ImEF (B-18)

Rn leB| leBl
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A kvantalasi feltételben y = -2 acos% + m — x/2, ahol a tagok rendre a szupravezetdvel és a
végtelen potencialfallal valo ttkozést, valamint a kausztika jarulékat jelentik. Ebben az esetben
csak az elektronok palyaiban van kausztika®, mely —% extra fazisjarulékot ad, vagyis a Bohr-
Sommerd-féle kvantalasi feltétel:

E 1
SC—ZacosK+§7r:27rn nez|. (B-19)

,D” tipusl palyak:

D Szupravezetd

7, 1T .

—

A hullamvezetd hatéra
B-4. abra. ,,D” tipust palya
Ezek a palyak akkor valosulnak meg, ha:

Az elektronok leérnek a hullamvezet6 falaig 78
A lyukak is leérnek a hullamvezet6 falaig ! =
A szupravezet6hoz mindketten hozzaérnek: 7°

A hatas rovid szamolas utan adodik:

2 . sin (2 asin i sin (2 asin
Sp=—|(EF+E) asmae+w —(EfF-E) asmah+w +
hiw, 2 2
sin(2asin é)
2keR|asin = + —————~ | .
+ZKE [Sl R + 5

Az egyenletben ae, an, Re, Ry €a R a (B-15) meg (B-18) egyenletekben megismert mennyiségek.
A kvantalasi feltételben szerepl6 extra fazistag pedig: y = -2 acos% +2r - =2 acos% -nak
adodik. A kausztika fazisjarulékai nullara 6sszegzédnek. Ekkor a kvantalasi feltétel:

E
SD—ZaCOSK = 2nn nezj. (B-20)

,E” tipusi palyak:

8A kausztika ugyanolyan mint a ,,B” esetben, csak a kék és piros szinek, azaz az elektronok és lyukak
cserélddnek fel.
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E Szupravezet6

A hullamvezetd hatara

B-5. abra. ,,E” tipus( palya

Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

Az elektronok nem érnek fel a szupravezetdig >0
Az elektronok nem Utkoznek az atellenes oldalon sem 7 <H

A hatas nagyon egyszer(ien adodik:

2
Se= L (Er +E).
fuwe

Ebben az esetben az extra fazistag kicsit triikkds. Ha egy egyenes minden pontja kdré azonos
sugar( koroket rajzolunk, két kausztikagorbét kapunk, melyek nem masok, mint az egyenestél
sugarnyi tavolsagra 1évd egyenesek. A rendszeriink y iranyban eltolas-invarians, ezért az el6bbi
kausztikas megfontolasokat szamitasba kell venniink: v = —n/2—-n/2 = —x. A kvantalasi feltétel

tehat:

2
N E+E)-n=2m nezZl.
fiwe

(B-21)

Vegyik észre, hogy a (B-21) egyenlettel megadott kvantumfeltétel fliggetlen az X paraméter
valtozasatol®. Az energiaspektrumban ez energianivokban, azaz vizszintes grafikonokban

nyilvanul meg. Ezeket a nivokat Landau-nivoknak nevezziik.

F Szupravezet6

—

@

Ahullamvezetd hatara

»F"  tipusl palyak:

B-6. abra. ,,F” tipusu palya
Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

Az elektronok nem érnek fel a szupravezetbig T
Az elektronok Uitkdznek az atellenes oldalon T

A palyak megvalosulasanak feltételei természetesen sziikségesek.
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A hatéas rovid szamolassal:

Sk =—(Er+E) il +asina, + sin (2asin ae)

B-22
hiw, 2 2 ( )

Az egyenletben a, a (B-15) egyenletben megismert mennyiség. A hullamvezet végtelen po-
tencialfalan végigpattogo elektronoknak is van kausztikajuk. Ezzel a rendszerrel mar a beve-
zet6ben megismerkedtiink. Bar a kausztikagorbéket egzaktul nem szamoltuk ki, az 1.3. abran
nagyon jol megfigyelhetéek. A kausztikat minden elektron egy periddus alatt pontosan egyszer
érint. Ekkor, ha figyelembe vesszilk a végtelen potencialfallal valo (tkdzés n fazisjarulékat is:
v =n—-nr/2 =nr/2. A kvantalasi feltétel pedig:

S,:+g:27rn nezl. (B-23)

Az el6z0 két palyatipust lyukakra teljesen azonos modon kapjuk meg, csak nem szabad elfeled-
kezniink a levezetések soran megbeszélt formalis kiilonbségekrol:

1. A hatéast negativ elgjellel kell figyelembe vennink.
2. A kausztika /2 fazistolast okoz.

3. A lyukaknak ,,Er — E” energiajuk van az elektronok ,,Er + E” energiaja helyett.

G Szupravezet6

A hullamvezetd hatara

,G” tipusl palyak:

B-7. abra. ,,G” tipusl palya

Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

>0
A lyukak nem (itkoznek az atellenes oldalon sem T, <H

A lyukak nem érnek fel a szupravezetdig T

> | >

A hatas nagyon egyszer(ien adodik:

Se =

Az extra fazisjarulék: y = n/2 + n/2 = n. A kvantélasi feltétel tehat:

2
(EF-E).
We

2
hc’: (Er+E)+rx=2an neZ|. (B-24)
C
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H Szupravezet6

-——

(-

Ahullamvezetd hatara

B-8. abra. ,,H” tipusl palya

,H” tipusl palyak:
Ezek a palyak akkor valésulnak meg, ha:

A lyukak nem érnek fel a szupravezetdig T
A lyukak (itkdznek az atellenes oldalon T
A hatés rovid szamolassal:

sin (2 asin ap)
2

Sp=-

2 Vs .
EF—E)|= +asin
th(F )2"‘ Nan +

(B-25)

Az egyenletben a —e— a (B-18) egyenletben megismert mennyiség. Az extra fazisjarulék: vy =

m+m/2 = 3m. A kvantélasi feltétel pedig:

Sh+gﬂ:27rn nez.

(B-26)



Flggelek C - Konduktancia

C.1. A hullamftiggveny kozelité meghatéarozasa palyak inter-
ferencig aval

A WKB kozelités szerint[20] a perturbalatlan hullamfiiggvényt a kollektorhoz kozeli

(H - 6x, L) pontban az idevezetd palyak interferenciajaként kapjuk meg. Egyel6re kényelmes

lesz, ha csak azokkal a palyakkal foglalkozunk, melyek elektronként érkeznek meg a kollektorba.

Kés6bb egyszer(i modositasokkal szamitasba tudjuk venni a lyukak hatasat is az aramvezetésben.

Az elektronok egyes palyainak jarulékait egy amplitidd A, és egy fazisfaktor e'®» szorzataként
kapjuk. El0szor az amplitido-osszetevot irjuk fel:

n - \/IiCOSa/p 1 \/Iicosap w(ay) c-1)

2 p-Iwe,) \ 2% L-Sw(ey)

Az egyes palyakat, mint ahogy latjuk is, egy p paraméterrel kiilonboztetjik meg egymastol,
mely paraméterrel az elektronok Utkozéseit szamoljuk a hullamvezetd hatarfeliiletén. Az
amplitadofaktorra vonatkozd (C-1) 0Osszefliggésben minden tagnak fontos szerepe van az
arammegmaradas kielégitése miatt. A pontszerl injektorbol a rendszerbe vezetett aramnak
(I;) j6 kozelitéssel koszinuszos szdgeloszlasa van. A magyarazat egyszer(i: A kicsi méret(
lyukon bearaml6 elektronok sebességének a lyuk keresztmetszetébe esé vetiilete egyenletes
val6szinlségi eloszlassal kozelithetd. Ezzel az érvvel jogosnak tiinik a koszinuszos arameloszlas.
A (C-1) egyenletben szerepld elso tort jelentése igy kézenfekvd, hiszen az arameloszlas in-
tegralja az arammegmaradas torvénye miatt meg kell hogy egyezzen a bevezetett arammal.
A masodik tort kicsit trikkosebb: A da szdghatarozatlansaggal belétt elektronok egy csa-
tornan beliil mozognak, mely csatorna az titk6zések soran egyre csak tagul. A tagulas soran az
arams(rlség csokken, a kontinuitasi egyenlet miatt pedig épp forditott aranyossagban a csatorna
keresztmetszetével. A csatorna vastagsagat a hullamvezet6 fala mentén kell meghataroznunk, in-
nen adodik a ,,periddustavolsag” derivaltja. A fazisfaktort a Bohr-Sommerfeld-féle kozelitések
soran végzett szamolasokhoz hasonldan kapjuk meg. Kiszamoljuk a palyamenti hatasintegralt és
osszeszamoljuk hatarfeliileteken és kausztikakon 0sszeszedett extra fazisjarulékokat.

(D:%fdeF. (C-2)

Az 0sszefliggésben p = mv + eA a kanonikus impulzus. Konnyl szamolassal utanajarhatunk,

hogy:
1

S=-
h

f Pl = ke (50~ 50 + (0~ Oy, (C3)
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ahol s, és s, rendre az elektron és lyuk altal befutott kdrivek hosszat, O és Oy, pedig a korivek
és a szupravezetd-hatarfelllet altal kozrefogott teruletet jelentik. Természetesen nem szabad el-
feledkezniink arrdl sem, hogy a hatarfeliilethez elég kozel most is egy beesd és egy vissza-
vert sikhullam osszege adja meg a hullamfuggvényt. A beeso és visszavert sikhullam csak a
fazistagban kiilonboznek egymastol. Klasszikusan a részecskék a ,,B” és ,,D” tipust palyakon
haladva tudnak eljutni a kollektorba, azzal a feltétellel, hogy az injektorb6l elektronok 1épnek Ki.
Ezekre a palyakra szamoljuk Ki tehat a hatasintegralokat:

e ,,B” tipust palyak

Legyen
Bk 2ay — 4y — m + Sign(eB) [ap — 2¢p — % = sin(ap — ¢p) — S”‘(zip) + k(COS ¢, — COS ap)]
= kel :
P 4.c0s g, — 2C0S
(C-4)

Ekkor a bees6 sikhullam hatasintegralja:

Sp. =S, —COSapkeoX . (C-5)
A visszavert sikhullam hatasintegralja pedig:

S o = Sp+COSapkedX . (C-6)

e ,,D” tipusi palyak

2ap — 4oy — 2, + Sign(eB) [ap — 2¢p — & = sin(ap — ¢p) — sin(ep + ¢p) + «(COS g, — COS ozp)]

SD =keL
P 4¢0S g, — 2C0Sap — 2COS &),
(C-7)
Az el6zbekhez hasonlban a beesd sikhullam hatasintegralja:
Sy =Sy — oS apkeoX . (C-8)
A visszavert sikhullam hatasintegralja pedig:
Sy i = Sp +COSapkedX . (C-9)

A kifejezésekben hasznalt szogek megegyeznek a kausztikaval kapcsolatos szamolasok soran
bevezetett szogekkel. (D-2. és D-4. abra) Osszeszamolva az extra fazisjarulékokat is:

e ,B” tipusl palyak

bees sikhullam: ®F, =S8, + (2 - 1) (C-10)

: ’ am- BB _ oB P
visszavert sikhullam: @ . =S/ + o7 (C-11)
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e ,,D” tipusl palyak

beesd sikhullam: @) =SJ. +(p—1)x (C-12)
visszavert sikhullam: ®p = S?. + pr (C-13)
ref Pin

Osszegy(ijtve az eredményeket:

0¥,
OX

(H.L) = -2ike | > cosapApe®n+ > cosapApe!ul . (C-14)

P> pmin Pmax>P>Pmin

A bees6 és visszavert sikhullamok fazisjarulékai 6x — 0 hataratmenetben épp n -ben
kilonbdznek egymastol, ezért konny( matematikaval az el6z6 osszefliggésben mar megszaba-
dultunk a ,,ref” index hasznalatatol. A tovabbiakban elhagyjuk a beesd hullam jelolésére hasznalt
,in” jelz6t is, de a fazisfaktor alatt mindig a bees6 hullam fazisat fogjuk érteni.

C.2. Modusok osszegzéese

A (C-14) egyenletben a hullamfiiggvény felirasahoz hasznalt fazisfaktorok nagyon gyorsan
valtoznak az (itkdzési paraméter, p valtoztatasaval. Az interferald tagok igy sok helyen teljesen
kiolthatjak egymast. Lényeges jarulékot ott kapunk, ahol ®,-nek 2 -re vonatkozo maradéka na-
gyon kicsit valtozik. Vegyuk @, helyett a vele ekvivalens 5p = &, — 2nnp fazist, ahol n valame-
lyik palyahoz tartoz6 kvantumszam. Ezekkel a kvantumszamokkal a szemiklasszikus kdzelitések
soran mar talalkoztunk. Tovabba a (C-2) egyenletben szerepl6 hatasintegralt atirhatjuk:

CD:%fde+F:p(SX+Sy)+F. (C-15)

A bevezetett S, és S, mennyiségek, a megfelel6 tengelyre esé palyavetilet hatasintegralja
egy periodusra. Vagyis az Sy éppen a szemiklasszikus kozelitések soran, a B.2 alfejezetben
felirt hatasintegrallal egyenlé. A T" -val jelolt fazisadalék is szoros kapcsolatban van a Bohr-
Sommerfeld-féle kvantalasi feltételek soran megbeszélt y fazistolasokkal: I" = py — x. Ekkor:

D, =p(Sx+y-2n7)+pSy—7. (C-16)

A tovabbiakban elrugaszkodunk attdl a megszoritasunktol, hogy az itkdzési szam p csak egész
lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy p olyan értéket vesz fel, melyhez olyan palyakonfiguracio tar-
tozik (ap, ¢p, &p), mely épp egy modust hataroz meg. Ekkor a (C-16) egyenlet zarojelében 1évo
kifejezés 0, é&s els6 rendben nem is fligg p -t6l. Raadasul a megvalositott modus y iranyban egy
sikhullammal megegyez0 propagalo terjedést végez, ezért: p Sy = kL, ami szintén nem fiigg
p-tol. (ky, a 2.2 fejezetben megismert, n. modushoz tartozd kvantumszam.) Az elmondottak
szerint:

—®, =0 & D, =k,L-x. (C-17)
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A fazisfaktor tehat épp a moédusok kornyékén ad Iényeges jarulékot, hiszen a 2 -re vonatkoz6
maradéktag ezeken a helyeken valtozik a legcsekélyebb mértékben. Ez nagyon nagy el6relépés
a rendszer aramvezetésének megértésében, hiszen igaznak bizonyult azon természetesnek tiind
feltételezésiink, hogy az aram a modusokkal terjed.

A szamolasokat egy hasonlban nagyszabasu otlettel folytatjuk: A szilardtestfizikaban gyakran
hasznalt nyeregpontmodszerrel probaljuk elvégezni a palyakra vonatkoz6 dsszegzéseket. Mivel
a fazisfaktornak a modusok helyén szélséértéke van:

_ D,
Oy~ Op + —(p |on)2 5oz = Kl - 7r+—(p |on)2 (C-18)

p2 6p2

Helyettesitsiik be ezt a sorfejtést a (C-14) egyenletbe. Osszegezniink kell a lehetséges
modusokra, azonban az Utkdzésszamokra valo 6sszegzést integralassal helyettesitjik:

25K

197 00 y2
= —2ikp[ Z Zcos(y AL el L= '”f dp e o (P p”)] . (C-19)
K=B,.D n v

ok

Az Bsszefliggésben megjelend integral egy o = /i (
igy az integral értéke:

-1
) szorast Gauss-gorbének tekinthetd,

apa

(C-20)

Tehat:
c’)‘I’e

(H. L) = ~2ike > K glldnloi | (C-21)

K=B,D n

A (C-21) egyenlettel egy jol programozhatd osszefliggést konstrualtunk. EI8bb azonban
részletesebben meg kell vizsgalnunk, mely modusokra is kell 8sszegezniink. Rovid kutatas utan
kidertil, hogy a ,,D” tipusu palyak 0sszes lehetséges modusa részt vehet az aramszallitasban.
A ,,B” tipust palyak esetében azonban nem ez a helyzet. Meglepetést most is a mar jol
megismert haromszog-palya okozhat. Legutdbb az energiaspektrum parabolaszer( rajzolatanal
talalkoztunk az emlitett konfiguracioval, amikor el6jelet valtott a hullamfliggvény csoport-
sebessége. Klasszikusan ezek a palyak a kollektorral ellentétes iranyban tavolodnak az in-
jektortol, vagyis nem szallithatnak aramot a kollektorba. Ezt a numerikus szamolasok is
alatamasztjak, mivel az ilyen modusokhoz tartozo n kvantumszam nem eredményez @, -ben
semmilyen szélsértéket.(Legalabbis ami a p > 0 értékeket illeti.) Osszegezve tehat, azokra a
modusokra kell dsszegezni, melyek csoportsebessége megegyezik a ,,D” tipust moédusok cso-
portsebességével.
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C.3. Alyukak jaruléka

Hogy megkapjuk a lyukak jarulékat, nem kell sokat szamolnunk, csupan kicsit modositjuk
az elektronok vizsgalata soran levezetett 9sszefliggéseket. Kezdjiik rogton a kvantumszamokkal
modositott fazissal:

ot - (p+ %)(q)x +(Dy)+(p— %)N—Znﬂp. (C-22)

p -vel most is az elektronok (tkdzésszamat jeloljik, vagyis hogy a bemenet és kimenet kdzé
hanyszor tudjuk lefektetni az egész periddust. A @, + @, hatéasintegralt a (C-7) egyenlettel adott
SE hatasbol az alabbi mbédon kapjuk meg:

SD
- (C-23)
P+3

Dy + Dy

Konnyen belathatjuk, hogy a fazisfaktor most is szélstértéket vesz fel, amennyiben a p ttkdzési
szam egy modust hataroz meg. Az értékét a szélséértékek helyén azonban ebben az esetben nem
kapjuk meg olyan egyszer(ien, mint ezel6tt. A Bohr-Sommerfeld-féle kvantumfeltételbél tudjuk,

hogy
Oy +m=2nr1. (C-24)

Ezt behelyettesitve a (C-22) egyenletbe:
O =k, L+ (n-1r. (C-25)

A hullamfiiggvényhez sziikséges amplitadofaktort a (C-1) egyenlet jobboldala adja. Ekkor az
elektronok esetén megegyezd levezetéssel a lyukak hullamfiiggvénye a hatarfalhoz kozel:

o, L .
— (H.L) = ~2ike Z sz

n

cosap AD glnt=in | (C-26)

n

azahole
Pn

aps

C.4. A pontkontaktus vezet Ok épessége

A (2.23) egyenlettel kiszamolhatjuk a pontkontaktuson atvezetett aramot. A WKB szemik-
lasszikus kozelitesek[16] elvei szerint az n. modus ¥, hullamfliggvénye a hatarfelulethez kozel
egy bees6 W™ és egy visszavert P sikhullam sszegeként irhato fel. A sikhullamok kénnyen

adodnak: _ o o _
\Pm =C. eIkF(ySInan—XCOSa/n) \Pref =C. elkp(ysman+xcomn)+|7r ) (C-27)

Az dsszefliggésekben a, azt a szdget jeldli, mely alatt a hatarfalra pattano részecske érkezik az
adott modusban. Mivel a hullamfliggvény e két sikhullam 6sszegeként kozelithetd, ezért a 2.23
egyenletben szerepld:

2 2

\Pin . k .
9 = 4(kg COS arp)? |‘I"”|2 = 4V—F cos a,®" , (C-28)
F

oX

6_‘1’
OX

2
z4|




52 FuGGeLEK C - KONDUKTANCIA

ahol @™ a hatarfeliiletre bees6 részecskék fluxusat jeldli. Klasszikusan ezt a fluxust a modus
altal szallitott aram 1, és a hullamvezetd mentén az egy periodus tavolsaganak hanyadosaként
kapjuk meg. A kilonboz6 tipust palyakra ezt a tavolsagot mas-mas modon szamolhatjuk ki (A
kausztikarol szol6 szamolasok (D-4) és (D-4) egyenletei), azonban egyittesen w(a,) -nel jeloljik
Oket. Ekkor:

Nk o k2 cosan
| ~4 —4-F I . C-29
AX ‘ AX Ve W(ap) (C-29)
Ezek szerint a modus altal szallitott aram
4kZ cos ary
= E———— (C-30)
VEW(an)

része jut at a kollektoron. A pontkontaktus vezetoképessége a Landauer formula[17][18][19]
szerint:

G—Z—EZZT (C-31)
=T X

C.5. Klasszikus atmenet

Allitasunk szerint a szemiklasszikus és klasszikus szamolasok akkor vezetnek azonos
eredményre, ha Kkicsi magneses mez6t hasznalunk. A C.1 szakasz eredményeiben tehat
elvégezzilk az ,,R < Vlinearis méret” kozelitéseket. A (C-4) és (C-7) egyenletekkel megadott
fazisokhoz sziikségiink van a benne szerepl6é szogek kozelitd ismeretére. Az o szoget a ,,D”
tipust palyak esetében nagyon egyszerien az alabbi feltételbdl kapjuk:

2w(a) = % (C-32)

A w(a) félperiddus-tavolsag a (D-22) egyenlettel adott. Sorbafejtve rovid szamolassal adodik,
hogy:

2 L
2w(a) ~ ~—. C-33
(@) Rcosa p ( )
Ebbdl: cosa = Zg—t'z. A ¢ és g szogekre a ¢ ~ —a + dy €S & ~ —a + de feltételezésekkel élve
L
dp ~ ——
v 2pH

és de = 2¢ adodik. Ne felejtsiik el, hogy ha a gorbiileti sugar nagy, akkor az Utkdzésszam is
az kell legyen. Ezért ,,pH” ,,R” nagysagrendi lesz, vagyis az elébb kiszamolt dy és de szdgek
val6ban kicsik lesznek. Felhasznalva eredményeinket sorbafejtjiik a (C-7) egyenlettel adott fazist
is:

2
©° ~ PRk (4a — 2dg (1 - % sina)) ~ (4ake) PR + %kFLsin a. (C-34)

Ebb6l az adodik, hogy @7 ~ R?. Hasonlo szamolasokkal be lehet latni, hogy @7 is aranyos
R2-tel.



Flggeléek D - A rendszer kausztikaja

A bevezet6ben a kausztikarél elmondott altalanos érvényd tulajdonsagok indokoljak, hogy egzak-
tul kiszamoljuk a rendszer kausztikagorbéit. A most kdvetkezd szamolasok kizarolag ezzel foglalkoz-
nak. Kideriil, hogy minden tipus( (itkdzéshez (elektron szupravezet6n, lyuk hullamvezetd szabad ol-
dalan, stb.) tartozik megfelel6 kausztika. Ismerve a ciklotronpalya kdzéppontjanak koordinatait még
az els6 Utkdzéskor, a gorbeegyenletek nagyon egyszer(en felirhatbak altalanosan az n Utkdzésszam
fliggvényekeént.

D.1. Kausztika abban az esetben, amikor a lyuk csak a szup-
ravezet0 felszinén Utk ozik

Wi
| h'i*-{'- )

D-1. abra. Kausztika. Kékkel az elektronok, pirossal a lyukak palyai vannak jeldlve.

Figyeljuk meg a D-1. abran lathato palyakat. Az abra elég ,,maszatosnak” tlinik, nehezen

lehet bel6le kivenni konkrét latnivalot. Raadasul eléggé sziik tartomanyban belétt elektronok (és
lyukak) palyait mutatja csak az abra, vagyis val6jaban ennél még sokkal bonyolultabb a teljes
palyageometria. A D-1. abran azonban lathato, hogy a pozitiv részecskékként felfoghat6 lyukak
palyaiban mégis megmutatkozik a kausztika. Ezeket a kausztikatrbéket szeretnénk expliciten
meghatéarozni. Késobb kideril az is, hogy nagyon sok kausztikagorbéje van a rendszernek, csak
nehezen lehet 6ket meglatni.
Nézzik a D-2. abrat, melyen az ltkdzések geometrigjat tudjuk figyelemmel Kisérni. Az elekt-
ron a szog alatt pattan le a hullamvezet6t hatarold potencialfalrol. Korpalyan mozog, melynek
kdzéppontja S, = R (—cosa;sina). (Az origot az A pontba tessziik. Ugyeljiink arra is, hogy
a D-2. abran megjeldlt @ szog az eddigiekhez hasonléan negativ, ha a beesési merdleges bal
oldaléara van felmérve.) Az elektron palyajanak egyenlete ekkor:

(x + Rcosa)? + (y — Rsina)? = R?. (D-1)
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D-2. abra. Az itkdzések geometriaja

Az Utkozési pont (B) vizszintes koordinatajaaz y = H feltételbdl adodoan:

d=-Rcosa + \/RZ—(h—Rsina)z. (D-2)

A lyuk egy Sy kozéppontl, R sugari korpalyan mozog. Az Sy, pont az S, pont B-re vett
tikorképével egyezik meg. Ekkor az Sy, koordinatai:

. d —COSa
Sh: Z(H)—R( sina)' (D-3)
Az Sy, pont illeszkedik a D-2. abra szimmetriatengelyére. Ebb6l kdvetkezik, hogy az elekt-
ron kovetkezd Utkozési helyének tavolsaga (w(a)) az Sy pont vizszintes koordinatajanak a
kétszeresével egyenld. Ezt a tavolsagot azért fontos ismerni, mert ha tobb Utkdzést szeretnénk

figyelemmel kisérni, a szamolasok mindig ,,ugyanazok™ lesznek, csak az origot kell eltolnunk
épp W(a) egész szaml tobbszordsével. Rovid szamolassal:

w(a) :4\/R2—(H —Rsina)?* - 2Rcosa . (D-4)

Ha az elektron p-szer itkozott a hullamvezet6t hatarolo potencialfallal, akkor az origot w(P) (@) =
pw(a) értékkel kell eltolni. Most mar jatszva meg tudjuk mondani az elektron p. ,,normalis”
Utkdzeését kovetd lyuk palyajanak a kozéppontjat, hiszen az el6z6 dsszefliggéseinket, csak egy
eltolassal kell kiegésziteniink:

() P () —
5, - 2(wp (ﬁ) +d)_(wp (CF?SinF;cosw) . (D-5)

Rovid szamolassal:

C(SYY _ ((4p+2)VR2 = (H - Rsine)? — (2p + 1)Rcos a ]
Sh ( 2)_( 2H —Rsina ) (D-6)
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A lyuk palyajanak egyenlete természetesen:
(x=SH)?+(y-S))?=R". (D-7)

A (D-7) 0sszefliggés valodi paramétere az « visszaverddési (belovési) szog. Tehat van egy egy-
paraméteres gorbeseregiink, melynek megprobaljuk megtalalni a burkolojat. Derivaljuk ennek
érdekében a (D-7) osszefliggést a paramétere szerint'C:

sy ,.ds?
(x=SPg+ (=-S5 =0. (D-8)

A burkologorbe kiszamitasahoz a (D-7) és a (D-8) egyenletek alkotta kétismeretlenes egyen-
letrendszerbdl kellene kikiiszoboInink az « paramétert. Ez szinte lehetetlen feladat, ezért
megelégsziink, ha paraméteresen adjuk meg a burkologorbe egyenletét X(P) (@) és Y (a)® alak-
ban. (Minden p -hez tartozik egy burkologdrbe.) Behelyettesitve a (D-8) egyenletbe a kozéppont
koordinatait:

H - Rsina
VR?2 - (H - Rsina)?

(x=S}) ((1 +2p)Rsina + (4p + 2)Rc05a) =(y-S})Rcose .

Kicsit egyszerisitve:

(-5} = (x=S) |+ 2ptana + ——C__gpig)| . (D9
VR2 - (H - Rsina)
Legyen: )
fi(a) = (1+2p)tana + —— " RSN® 4oy (D-10)

VR2 = (H - Rsina)?
A D-2. dbra alapjan az egyenletben szerepl6 baratsagtalan tortnek szép geometriai jelentése van:

HoRSING _ ang. (D-11)
VR2 = (H = Rsina)?
Ekkor az f fiiggvény sokkal szebb alakban irhat6:
fi(@) = (1 +2p)(tane + 2tang) . (D-12)

Az elvégzett szamolasok utan az alabbi egyenletrendszeriink maradt:
(x-S’ +(y-S))*=R° (D-13)
(y=S}) = (x=Sp) - f(e) (D-14)
Innen méar konnyen adodik a megoldas:

R
Vin(@)? + 1

A szamolas grafikus eredményeit a D-3. abra mutatja.

R fn(a)

Vi@Z+1

XP(a) = S}i(a) - Y®P(a) = S}(a) - (D-15)
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D-3. abra. A lyukak palyainak kausztikaja. A fekete gorbék mutatjak a szamolt burkologorbéket.
n értékei azt mutatjak, hogy az elektronok hanyszor Utkoztek a hullamvezet6t hatarold po-
tencialfallal.

A kausztika paramétere a szamolasok kezdetétdl hasznalt o belovési szog maradt. Ez le-
hetGséget ad arra, hogy megmondjuk, a kausztika egyes pontjai milyen « beldvési szog elektron-
lyuk péarosahoz kotddnek. Ha azt a feltételt kdvetjik, hogy a lyukak nem (tkdzhetnek a
hullamvezet6t hatarold potencialfalon, megszoritast kapunk a lehetséges értékeire. Maximalis
értékét abbol a hataresetbdl kapjuk, amikor a lyuk még éppen nem (tkozik hagyomanyosan.
Ekkor a palya kdzéppontja épp R magassagban van:

. H

Most keressiik meg a lehetséges beldvési szogek anin alsod hatarat. A rendszer fizikajat tekintve
addig érdemes foglalkoznunk a palyakkal, amig az elektronok tudnak tkdzni a szupravezet6
hatarfeliiletén. Hataresetben:

H=R+Rsine. (D-17)

Az egyenlet megoldasa:

. (H
amin = asin (E - 1) ) (D-18)

A D-3. abran az (amin, @max) paramétertartomanyban vannak kirajzolva a kausztikagorbék a
p=1,...,4 esetekben. E tekintetben kivételes a p = 0 értékhez tartozd gorbe. Ahogy latni
fogjuk a tovabbiakban, ezt a kausztikagorbét nemcsak azok a lyukak hozzak Iétre, melyek nem
utkdznek a hullamvezet6t hatarold potencialfallal, hanem az 0sszes lyuk palyaja hozzajarul.
Tehat ebben az esethen: @ € (amin, 5) (AZ is igaz, hogy ekkor a tartomany felsd korlatjat erésen
thlbecsiltik, de ez most nem szamit.)

A D-3. abran van még egy érdekesség: A kausztikagorbék egy pontban metszik egymast. Ennek
az oka egy olyan palya, mely periodikus; az elektronok és lyukak Gjra meg Gjra ugyanazon a
palyaszakaszokon futnak végig. Erre a furcsa palyara w(ay) = 0, vagyis az elektronok mindig
ugyanott pattannak a hullamvezetdn. A palya feltétele:

W(Qv) =0=14 \/RZ — (h —Rsin a’v)z —2Rcosay . (D'lg)

10 A modszert a bevezet&ben ismertettiik.
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Az egyenlet megoldasa:

[ 4n 2h\’
ay = asin [ﬁ - (ﬁ) + 1] . (D-20)
A palyanak egy olyan haromszograjzolata van, melynek oldalai befelé gorbiilnek. Ez a palyatipus

nagyon sok furcsasagot fog okozni még, célszer( kilon nevet adni neki. A tovabbiakban tehat
alakja miatt haromszogpalyanak fogjuk nevezni.

A lyukak kausztikajat ebben az esetben tehat kiveséztik. Azonban felmeril a kérdés, va-
jon az elektronok palyainak is van-e kausztikaja? Konnyen rajohetiink, hogy az elektronok bur-
kolbgorbéit teljesen analdbg modon szamolhatjuk ki, mint a lyukak esetében. A kiilonbség a
palyak kozéppontjaban és az f(a) fiiggvényben lesz. Erdekes modon az f (@) fliggvény a tan o
és tan ¢ lineéris kombinaciodjaként adodik, az egyutthatok meg kiolvashatoak a kdzéppont koor-
dintataibol. A szamolasok tehat konnydek és rovidek, viszont nem adnak érdemleges kausztikat,
legalabbis nem a szamunkra érdekes geometriai tartomanyban.

D.2. Kausztika abban az esetben, amikor a lyuk ttkozik a
hullamvezetot hatarol6 potencialfal felliletén is

Ebben az esetben kicsit bonyolultabb a helyzet, a szamolas eredménye és részeredményei
is kicsit bovebbek. Egy olyan taggal bovilnek az egyenletek, melynek jelentése szintén
értelmezhetd geometriailag egy € szog tangenseként. Az tkozések geometriajat a D-4. abra
mutatja. Félreértések elkerlilése érdekében mar az elején leszogezziik, hogy a beldvési szogekre
a kovetkezokben mindig érvényes lesz: @ > amax, ahol amax az €l6z6 alfejezetben kiszamolt
hatarszoget jelenti. Konnyen lathato, hogy ez a hatar képezi az atmenetet a két vizsgalt alfejezet
kozott. A szamolasok soran az alabbi tavolsagok ismeretére lesz sziikségunk:

2H-Rsin(a)

D-4. abra. Az Utkozések geometriaja

e Az elektron becsapbdasat jellemzd d(«) tavolsag. Ennek alakja az el6z6ekhez képest nem
valtozott:
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d(a) = —Rcosa + \/R2 —(H-Rsina)?. (D-21)

e A D-4. dbra szimmetriatengelyével jelolt w(e) tavolsag. Ezt a tavolsagot leird osszefliggés
az el6z6ekhez képest'! boviilt egy taggal.

w(a) = 2\/R2 - (H-Rsina)* —Rcosa — \/RZ — (2H - Rsina)?. (D-22)

A tovabbi vizsgalodast értelemszerlien 4 csoportba osztjuk aszerint, hogy elektronrol, vagy
lyukrol; illetve felszallo, vagy leszallo palyarol van-e szo.

a.) A felszallb elektronok kausztikgja (a szupravezetd felé mozognak)

Az elektron p-szeres hagyomanyos uitkozése utan a felszalld elektron palyajanak a kdzéppontja:

5., - (sgl) _ (4p\/R2—(H —Rsina)? - 2pVR2 - (2H —Rsina)z—(2p+1)Rc03a)
el - y - :

ol Rsina

A kausztika nyilvan ugyanolyan formaban adhatd meg, mint az el6z6 alfejezetben. Emlitettiik
azt is, hogy a gorbe paraméteres egyenletében felbukkand f(a) bizonyos szogek tangensének
linearis kombinaciojaként adodik. Az egyiitthatok pedig konnyen kiolvashatbak a korpalya
kdzéppontjanak koordinataibol. Ebben az esetben:

fer(@) = (1 +2p)tana + 4ptanyp — 2ptane . (D-23)

Az 0sszefliggéshben a ¢ és e szogeket a D-4. abran jeloltek szerint kell értelmezni. Ekkor
érvényes:

H - Rsi 2H - Rssi
tang = Sha , tane= Sha . (D-24)

VR2 = (H = Rsina)? VR2 - (2H — Rsina)?
Most mar konnyen felirhatjuk a kausztika egyenletét:

R R 1:el(a')

A (D-25)-as 0sszefliggésekben szerepld el6jelek megvalasztasanak magyarazatat, most nem tag-
laljuk, az olvasora bizzuk. Csak annyit emlitiink meg, hogy elektronok esetén a kausztika egyen-
letében szerepld eldjelek kiilonbozoek, mig lyukak esetén megegyeznek minden esetben.

XP(a) = S¥(a) + Y®P(a) =S, (e) - (D-25)

b.) A leszallo elektronok kausztikaja (a hullamvezetd hatéra felé mozognak)

H1asd a (D-4) egyenletet
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Az elektron p-szeres hagyomanyos itkozése utan a leszallo elektron palyajanak a kozéppontja:

5., - (3;(2)_(4p\/R2—(H —Rsina)? - 2pyR? — (2H — Rsina)? — (2p - 1)Rcosa
ez - y -

Se2 Rsina

A kozéppont koordinataibol kiolvashatjuk az f(«) fliggvényt:

feo(@) = (2p—-1)tana + 4ptanyp — 2ptane . (D-26)
igy a kausztika egyenlete:
R

Vio@?Z+1’

R fex(a)

Vio@Z+1

XD (a) = S¥(a) - Y (@) = S%y(@) + (D-27)

c.) A leszall6 lyukak kausztikaja (a hullamvezet6 hatéra felé mozognak)

Az elektron n-szeres hagyomanyos (itkzése utan a leszallo lyuk palyajanak a kozéppontja:

S, (Sﬁl)_((4p+2)\/R2—(H—Rsina)z—Zp\/RZ—(ZH—Rsina)z—(2p+1)R005a
o) =

h1 2H - Rsina

A kozéppont koordinataibol kiolvashatjuk az f(«) fliggvényt:

fr(@) :=@2p+tana + (4p +2)tanp — 2ptane . (D-28)
igy a kausztika egyenlete:
R

Vin@Z+1

R fhi(a)

Vin@Z+1

XD () = Spy(e) - Y(a) = $),(a) - (D-29)

d.) A felszallo lyukak kausztikédja (a szupravezet fele mozognak)

Az elektron p-szeres hagyomanyos tkdzése utan a felszallo lyuk palyajanak a kozéppontja:

S, (ng) _ ((4p +2)yR2— (H —Rsina)? - (2p + 2) VR? — (2H — Rsina)? — (2p + 1)Rcosa

h2 2H - Rsina

A kozéppont koordinataibol kiolvashatjuk az f(«) fliggvényt:

fro(@) :=2p+Dtana + (4p + 2)tanp — 2ptane . (D-30)
1gy a kausztika egyenlete:
R

Via@Z+1°

R fho(a)

V(@2 +1

X (@) = Si(a) + YO (a) = SV, (a) + (D-31)
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D-5. abra. Kausztika. Kékkel az elektronok, pirossal a lyukak palyai vannak jeldlve. A fekete
gorbék mutatjak szamolt burkologorbéket.

Ezzel mar minden esetet végigszamoltunk. Faradsagos szamolasainkat kdvetve élményt ny(jt
abrazolni az eredményeinket. A kausztikakat a részecskék palyaival egyiitt a D-5. abra mutatja.

Még egyszer térjlink vissza arra az esetre, amikor a lyukak még nem {itkoztek a hullamvezet6t
hatarold potencialfallal, vagyis p = 0. Ekkor ha megfigyeljik a leszall6 lyukak kausztikajat,
ugyanazt a kausztika egyenletet kapjuk, mint abban az esetben, amikor a lyukak palyainak
még nem volt kdzos pontja a hagyomanyos potencialfallal. Ennek igy kell lennie, hiszen ek-
kor a lyukak még nem érzik azt, hogy utkdznek-e ,,hagyomanyosan”, vagy nem. Végil kicsit
szellsebben feltlintettiik a D-6. abran minden egyes lehetséges kausztikagorbét, akar Utkdzik a
lyuk a hullamvezet6t hatarol6 potencialfalon, akar nem.
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D-6. abra. A kausztika gorbéi. Kékkel az elektronok kausztikaja van jel6lve, pirossal, pedig a
lyukaké. p értékei azt mutatjak, hogy az elektronok hanyszor titkoztek a hullamvezetot hatarolo
potencialfallal.
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